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Resumo
QUISPE RODRÍGUEZ, Sergio. Otimização Topológica Multiobjetivo de Estruturas submetidas
a carregamentos Termo-Mecânicos. 2015. 117p. Tese (Mestrado). Faculdade de Engenharia
Mecânica, Universidade Estadual de Campinas, Campinas.
A otimização estrutural topológica é uma ferramenta aplicada atualmente em muitos campos
da engenharia tendo se consolidado no meio acadêmico e industrial. Em muitos casos práticos os
carregamentos mecânicos e térmicos ocorrem simultaneamente nas estruturas. Nestas situações, a
aplicação do método de otimização estrutural topológica deve contemplar tanto os requisitos me-
cânicos, como os requisitos térmicos. Assim, uma abordagem multi-física e multi-objetivo precisa
ser desenvolvida para a solução desta classe de problemas.
O presente trabalho é dedicado ao estudo da aplicação do método BESO (BESO - Bi-
directional Evolutionary Structural Optimization) à sistemas multi-físicos considerando inicial-
mente os carregamentos termo-mecânicos como forças de corpo ou seja, forças dependentes do
projeto. As funções objetivo consideradas são a flexibilidade média da estrutura e a capacidade tér-
mica do sistema. A análise termo-mecânica é realizada usando o método de acoplamento sequen-
cial, onde obtêm-se inicialmente a resposta do campo térmico, ou aplica-se um campo previamente
conhecido do ponto da estrutura e na sequência calculam-se as forças térmicas geradas e a dila-
tação da estrutura. Explora-se também a otimização termo-mecânica multiobjetivo, em que duas
funções objetivo são consideradas simultaneamente. Considera-se como o objetivo do problema de
otimização, a minimização da flexibilidade média e a minimização da capacidade térmica, usando
o método de soma ponderada.
Para a validação dos procedimentos de otimização implementados neste trabalho, são apre-
sentados exemplos de otimização para sistemas termo-mecânicos bidimensionais. A viabilidade
do método para aplicação em problemas de engenharia e a comparação de resultados com outros
métodos de otimização, permite afirmar que as técnicas propostas podem ser usadas na solução de
problemas de otimização topológica de sistemas termo-mecânicos.
Palavras-chave: Otimização Estrutural Topológica, Estruturas Termo-Mecânicas, Carregamentos
dependentes do projeto, Otimização Multiobjetivo.
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Abstract
QUISPE RODRÍGUEZ, Sergio. Multiobjective Topology Optimization of Structures considering
Thermo-Mechanical loads. 2015. 117p. Thesis (Master’s degree). Faculdade de Engenharia
Mecânica, Universidade Estadual de Campinas, Campinas.
The structural topology optimization is an usefull tool applied in many engineering fields,
having been established in the academic and industrial environments. In many practical cases, the
mechanical and thermal loads occur simultaneously in a structure. In these cases, the aplication of
structural topology optimization should consider the thermal and mechanical requirements. For this
reason, a multi-physic and multi-objective approach needs to be developed for the solution of these
types of problems.
The present work is dedicated to the study of the BESO method (BESO - Bi-directional Evo-
lutionary Structural Optimization) applied to multi-physic systems taking in consideration thermo-
mechanical loads as design dependent body loads. The objective functions considered are the com-
pliance and heat capacity of the system. The thermo-mechanical analysis is carried out using a
sequential coupling method, where the thermal field response is obtained initially, and in the se-
quence, the thermal loads or dilation loads are calculated. The bi-objective thermo-mechanical op-
timization problem is also analysed, where two objective functions are considered simultaneously.
To validate the procedures implemented in this work, some 2-D examples of thermo-
mechancial systems optimization are presented. The feasibility of the method for the aplication
in engineering problems and the comparison of the results obtained using other methods, alows
to state that the proposed techniques can be used in the solution of optimization problems of
thermo-mechanical systems.
Keywords: Structural Topology Optimization, Thermo-Mechanical Structures, Design-dependent
loads, Multiobjective Optimization.
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1 Introdução
Este capítulo tem como finalidade apresentar a motivação, o escopo geral, uma breve revisão
bibliográfica e os objetivos do presente trabalho. Além disso, apresenta-se e comenta-se a estrutura
desta dissertação.
1.1 Motivação
O uso de métodos numéricos e computacionais de análise e síntese para auxiliar no projeto
de máquinas e estruturas é amplamente difundido no meio acadêmico e no meio industrial. Esta
prática consolidou o conceito da engenharia baseada em simulação, onde o emprego de métodos
computacionais de simulação é adotado massivamente para representar o comportamento mecânico
dos sistemas. Esta metodologia permitiu aos engenheiros avaliar o desempenho de seus projetos
ainda no estágio de concepção, reduzindo significativamente os custos envolvidos com a execução
de protótipos.
Além dos métodos de análise, usam-se também ferramentas de síntese que auxiliam na con-
cepção de novas estruturas, máquinas e no desenvolvimento de novos materiais. Dentre os métodos
de síntese, destaca-se o método de otimização topológica, que é usado neste trabalho. Os método
de otimização topológica têm ampla aplicação em problemas de projeto de estruturas e a inclusão
de aspectos termo-mecânicos na análise amplia ainda mais o campo de aplicação da técnica.
Quando as estruturas e os materiais são submetidos a variações de temperatura podem surgir
tensões térmicas que se somam às tensões mecânicas, gerando carregamentos combinados. No con-
texto de uma análise estrutural linear é possível adicionar os efeitos termo-mecânicos usando-se o
princípio da superposição. No problema de otimização estrutural da flexibilidade média, a função
objetivo considerada é a própria energia de deformação do sistema e, portanto, o seu valor é afetado
tanto pelas tensões mecânicas como pelas componentes térmicas. Além disso, outro objetivo im-
portante é buscar configurações onde a distribuição de temperaturas seja o mais uniforme possível.
Deste modo, a variação de temperaturas é minimizada e por consequência as tensões térmicas tam-
bém são minimizadas. Por este motivo, é importante desenvolver uma metodologia de otimização
estrutural que considere simultaneamente as solicitações mecânicas e térmicas.
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1.2 Otimização Estrutural
A otimização estrutural de um sistema pode ser entendida como um algoritmo para encontrar
uma configuração que suporte os carregamentos impostos da melhor maneira possível levando-se
em conta as restrições do problema. Dado um sistema estrutural conforme mostra a Figura 1.1,
uma estrutura engastada sujeita a um carregamento F, a otimização estrutural procurará a melhor
configuração para o carregamento especificado. Contudo, para que esta premissa seja coerente, é
necessário formular o problema de minimização de forma precisa. Diferentes objetivos podem ser
escolhidos: Minimização do peso, minimização de um deslocamento em uma dada direção, maxi-
mização de rigidez, maximização de uma frequência natural, maximização de uma carga crítica de
flambagem, entre outros.
F
?
Figura 1.1: Problema clássico de otimização estrutural.
Essas maximizações ou minimizações das características do sistema não podem ocorrer sem
que sejam respeitadas algumas restrições. Por exemplo, em se tratando da maximização da rigidez
do sistema torna-se evidente a necessidade de uma limitação da quantidade de material que pode
ser usada no sistema, pois de outra forma, a maximização da rigidez do sistema não teria limite e o
problema de otimização não estaria bem definido (Christensen e Klarbing, 2009). Quantidades que
podem ser usadas como medidas de desempenho da estrutura são: tensão, rigidez, deslocamentos,
geometria, peso, etc. Portanto, o problema de otimização pode ser escrito geralmente na forma de
minimização de uma função objetivo sujeita a uma série de restrições de igualdade e desigualdade.
Dessa forma, para a formulação do problema de otimização estrutural de um sistema pode-se esco-
lher alguma medida de desempenho como função objetivo e selecionar outras como restrições para
o processo.
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As principais funções e variáveis envolvidas nos problemas de otimização estrutural podem
ser definidas como, (Christensen e Klarbing, 2009):
◦ Função Objetivo (f ): É a função usada para classificar o projeto. Para todas as possibilidades
do projeto, a função objetivo permite quantificar o desempenho do projeto. Normalmente,
deseja-se minimizar ou maximizar a função objetivo. Como exemplo de função objetivo
pode-se citar: o peso da estrutura, o deslocamento em uma dada direção, a rigidez da es-
trutura, a tensão efetiva, etc.
◦ Variável de projeto (x): A função ou vetor que descreve o projeto, pode ser alterada durante
o processo de otimização. Pode representar um parâmetro da geometria, uma característica
do material tal como a densidade, ou um parâmetro relativo as condições de contorno.
◦ Variável de estado (y): Função ou vetor que representa a resposta do sistema. Para um sistema
mecânico a resposta pode ser o deslocamento, a tensão ou a força. Esta variável é geralmente
usada no cálculo da função objetivo e na avaliação das restrições.
O problema de otimização estrutural consiste basicamente em encontrar as variáveis de pro-
jeto x1, x2, ..., xn que:
Minimizem: f({x})
sujeito a: h({x}) = 0
g({x}) ≤ 0
(1.1)
em que {x} = {x1, x2, ..., xn}T é o vetor das variáveis de projeto, a função escalar f({x}) é a cha-
mada função objetivo e h({x}) = {h1(x), h2(x), ..., hp(x)}T e g({x}) = {g1(x), g2(x), ..., gm(x)}T
representam as restrições de igualdade e desigualdade, respectivamente.
Resolver um problema de otimização significa encontrar a configuração do vetor de variáveis
de projeto {x}, que fornece o mínimo ou o máximo da função objetivo respeitando-se as restri-
ções h({x}) e g({x}) simultaneamente. As restrições são os limites impostos à solução como, por
exemplo, a máxima massa ou volume que a peça pode apresentar, o deslocamento máximo ou o
valor da tensão que pode ocorrer em determinado ponto, entre outros. Logo, o método busca a
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solução ótima em função desses limites (restrições) que o projeto exige. As variáveis de projeto
são os valores que podem ser alterados na otimização, como a distribuição de material ao longo
da estrutura, as dimensões da estrutura, o seu perímetro e outros. É importante observar que uma
vez reduzidos à forma padrão, os problemas de otimização tornam-se semelhantes. Assim, diversos
problemas podem ser analisados de maneira unificada, Silva (1997).
1.2.1 Tipos de otimização estrutural
Existem vários tipos de otimização estrutural e vários tipos de classificação encontradas na
literatura. Neste trabalho, usaremos a classificação mostrada por Caballero (2012), que subdivide
em quatro tipos de otimização: Paramétrica, de material, de forma e topológica.
Na otimização paramétrica, o objetivo é encontrar as dimensões ótimas dos parâmetros da
estrutura, como por exemplo a espessura, comprimento de uma barra ou área da seção transversal
de uma viga, de tal forma que o desempenho do sistema seja o melhor possível, Haftka e Gur-
dal (1992). Um exemplo típico é mostrado na Figura 1.2, em que a variável de projeto é a seção
transversal de cada elemento de uma estrutura reticulada.
Figura 1.2: Otimização paramétrica.
Na otimização de material, o objetivo é encontrar a composição e a distribuição de materiais
distintos que otimize o comportamento de uma estrutura, Gil (2013). A orientação e a espessura
das camadas de um compósito, como mostrado na Figura 1.3, é um exemplo clássico de otimização
de material.
Figura 1.3: Otimização de material.
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Na otimização de forma, considera-se o caso em que os contornos do corpo ou estrutura são
parametrizados mediante curvas suaves, definidas por variáveis de projeto. O método de otimização
de forma visa encontrar a melhor forma dos contornos dos corpos, respeitando-se as restrições do
problema. Um exemplo ilustrativo é mostrado na Figura 1.4.
Figura 1.4: Otimização de forma.
Por último, na otimização topológica, tem-se o objetivo de obter a distribuição ótima de
material numa estrutura, mediante a supressão de elementos e/ou a modificação da conetividade
e/ou a modificação das coordenadas nodais, Caballero (2012). A otimização topológica combina
as técnicas anteriormente mencionadas, encontrando não somente os furos, como também a forma
ótima destes furos. Além disso, pode-se alterar o contorno das estruturas, considerando-se dife-
rentes materiais. Esta técnica pode achar a distribuição ótima dos materiais dentro do domínio do
projeto, Haftka e Gurdal (1992). Para ilustrar melhor este tipo de otimização estrutural, apresenta-se
o exemplo da Figura 1.5.
Figura 1.5: Otimização topológica.
1.2.2 Otimização Estrutural Evolucionária
Para cumprir a meta de conseguir estruturas ótimas usando técnicas de otimização topoló-
gica, vários métodos foram desenvolvidos e estudados ao longo destes últimos anos. Neste traba-
lho, foca-se o estudo nas metodologias denominadas evolucionárias. Os métodos evolucionários de
otimização topológica funcionam removendo e adicionando certa quantidade de material gradual-
mente do domínio do projeto. A escolha do material a ser removido ou adicionado é baseado em
critérios heurísticos, que podem estar ou não baseados em informação de sensibilidade, e em con-
traste com métodos baseados em pseudo-densidades, o espaço de projeto discreto não é relaxado e
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os contornos da estrutura definida não apresenta material intermediário ou escala de cinzas (Dea-
ton e Grandhi, 2014). Observando-se a evolução que ocorre naturalmente em estruturas na natureza
tais como conchas, ossos e árvores, é possível afirmar que a topologia e a forma destas estruturas
atingem seu ótimo depois de um longo período evolutivo e de adaptação ao meio ambiente em
que se encontram. Os métodos evolucionários tentam demonstrar as possibilidades de encontrar a
topologia ou forma fazendo-se que o código siga uma sequência evolucionária particular, (Xie e
Steven, 1993). A desvantagem desta categoria de métodos de otimização é o fato de não poder as-
segurar matematicamente que o projeto final convergirá para a solução ótima global do problema.
Entretanto, quando aplicados de forma apropriada esses métodos tendem a convergir rapidamente
para uma forma ótima ou próxima à forma ótima do problema de otimização (Das et al., 2011).
O uso de técnica de análise de sensibilidade na aplicação dos métodos evolucionários am-
pliam a robustez dos mesmos e permitem uma redução drástica dos custos computacionais quando
estes métodos são comparados aos métodos de otimização global do tipo de algoritmos genéticos.
Além disso, a inclusão de restrições ao problema, e a definição de critérios de convergência mais
gerais, são pontos específicos dos métodos evolucionários que merecem um esforço de pesquisa.
Dentre os métodos de otimização estrutural, baseados em técnicas heurísticas, desenvolvidos
nas últimas décadas, encontra-se o método evolucionário de otimização estrutural - ESO (Evolu-
tionary Structural Optimization) e o método evolucionário bi-direcional - BESO (Bi-directional
Structural Topology Optimization). O método BESO será usado como base neste trabalho. Estes
métodos são baseados em uma etapa inicial de análise que pode ser realizada usando-se o método
de elementos finitos. Fazendo uma análise de elementos finitos avalia-se a eficiência de cada ele-
mento conforme uma função objetivo pre-definida para o projeto. Assim, altera-se gradualmente os
elementos conforme sua eficiência relativa. Para cada tipo de análise, existirá um ou mais tipos de
critério para a remoção ou adição de material. Neste trabalho serão considerados funções objetivos
relativas à rigidez estrutural, ao desempenho térmico e ao cumprimento destes quesitos.
1.3 Revisão bibliográfica
Nesta seção uma revisão bibliográfica será apresentada com o objetivo de mostrar a evolução
ao longo do tempo dos trabalhos realizados em temas afins à otimização de estruturas acopladas
termo-mecânicas, que é o assunto principal deste trabalho.
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1.3.1 Otimização de Estruturas Termo-mecânicas
A maioria de trabalhos e pesquisas em otimização estrutural topológica tem focado seus estu-
dos em estruturas submetidas a carregamentos mecânicos aplicados externamente ou independentes
do projeto. Esta condição de carregamentos simplifica os problemas de otimização estrutural, acar-
retando vários benefícios ao método uma vez que as sensibilidades da função objetivo são sempre
negativas e podem ser obtidas a um baixo custo computacional (Bendsoe e Sigmund, 2003). Do
ponto de vista algorítmico, isso faz com que o problema numérico possa ser resolvido usando-
se otimizadores modernos e a solução pode ser válida para problemas de otimização em escalas
industriais com milhões de variáveis de projeto.
Este tipo de método de otimização topológica tem-se transformado em uma ferramenta muito
útil no projeto conceitual de estruturas. Contudo, existem outras classes de problemas que não
podem ser resolvidos usando a hipótese de carregamentos independentes do projeto (Deaton e
Grandhi, 2014). Uma destas classes de problemas é a otimização topológica de estruturas subme-
tidas a efeitos termo-mecânicos. O estudo de problemas acoplados termo-mecânicos tem se inten-
sificado ao longo dos últimos anos. Como um resultado da dependência do projeto inerente nos
carregamentos termo-mecânicos, uma série de desafios adicionais surgem quando estes carrega-
mentos são considerados. H Rodrigues (1995) estudou pela primeira vez a otimização de estruturas
submetidas a carregamentos térmicos usando um método de homogeneização. Jog (1996) estendeu
a aplicação da otimização topológica em sistemas termoelásticos não-lineares. Adicionalmente,
mecanismos que controlam a quantidade e direção da expansão térmica em regiões específicas,
para a aplicação concreta em MEMS (Micromecanismos eletro-mecânicos) foram estudados (Sig-
mund, 2001b). Posteriormente, muitas aplicações em MEMS foram estudadas, destacando-se as
contribuições atuais de: Carbonari (2008) e Gil (2013).
Li et al. (1999b) aplicou pela primeira vez o método de otimização estrutural evolucionária
(ESO) em estruturas com carregamentos térmicos, considerando a espessura dos elementos como
as variáveis do projeto em problemas com campos variantes de temperaturas. Posteriormente, os
mesmos autores desenvolveram um procedimento modificado do método ESO para problemas aco-
plados termo-mecânicos sob o critério de tensão de von Misses (Li et al., 2001). No trabalho de Li
et al. (2001), considerou-se o caso de condução de calor em campos uniformes e não uniformes de
temperatura assim como em estados estáveis e transientes.
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Outros métodos de otimização estrutural foram usados para superar as dificuldades apresen-
tadas neste tipo de problemas em que o acoplamento dos campos elásticos e térmicos está presente.
Xia e Wang (2008) apresentaram a aplicação do método “Level Set” em minimização da flexibi-
lidade média de estruturas submetidas a carregamentos termo-mecânicos dependentes do projeto
considerando uma distribuição de temperaturas independente do projeto, como mostrado na Figura
1.6. No método Level Set, como explicado no trabalho de Wang et al. (2003), o contorno livre da
estrutura é definido como variável de projeto. A função objetivo do problema de otimização é defi-
nida como uma função da forma da estrutura. Neste exemplo, mostra-se que a inclusão dos efeitos
térmicos pode alterar a topologia final.
Figura 1.6: Domínio do projeto e topologias ótimas de um problema de otimização estrutural
usando o método Level Set; a) Domínio do projeto; b) O projeto inicial; c) Estrutura otimizada; d)
Estrutura otimizada considerando uma variação de temperatura uniforme, extraído de Xia e Wang
(2008).
Posteriormente, Pedersen e Pedersen (2010) postularam o problema de otimização estrutural
considerando carregamentos termo-mecânicos dependentes do projeto encontrando uma expressão
das sensibilidades da flexibilidade média similar à apresentada neste trabalho. Contudo, para satis-
fazer a restrição de volume do problema a cada iteração do método SIMP (“Solid Isotropic Material
With Penalization”), foi utilizada a tensão de von Misses como sensibilidade elementar, evitando
o comportamento não monotônico das sensibilidades originais da flexibilidade média de estruturas
termo-mecânicas. Porém, no método BESO usado neste trabalho, a restrição de volume é sempre
garantida devido ao esquema de remoção e adição de elementos do método e assim a sensibilidade
original termo-mecânica da flexibilidade média pode ser aplicada diretamente. Pedersen e Peder-
sen (2010) justificam seu procedimento ao afirmarem que os níveis de tensão podem atingir valores
mais altos que os desejáveis em alguns casos se a redução de volume é grande o suficiente.
Por este motivo, muitos trabalhos focaram o estudo da otimização estrutural em estruturas
termo-mecânicas considerando o critério de tensão de von Misses. Entre eles encontra-se a tese
apresentada por Neto (2011), onde desenvolveu-se uma técnica com base na otimização topológica
8
para a obtenção de leiautes estruturais ótimos de sistemas tridimensionais submetidos a carrega-
mentos termoelásticos. Nesse trabalho, a formulação apresentada minimiza a massa da estrutura
sujeita a um critério de tensão de von Misses com restrições laterais e de estabilidade usando o
método de otimização SIMP. O método SIMP utilizada um modelo de material que consiste numa
lei matemática que define a mistura de material em cada ponto do domínio fixo estendido em
que as variáveis de projeto variam continuamente de zero a um e são denominadas como pseudo-
densidades (Neto, 2011; Bendsoe e Sigmund, 2003). A equação matemática define o valor das
pseudo-densidades em cada ponto do domínio em função da propriedade efetiva do material base
utilizado no projeto (Bendsoe, 1989; Zhou e Rozvany, 1991; Bendsoe e Sigmund, 2003).
Mais recentemente, Desmorat (2013) apresentou uma metodologia de maximização de rigi-
dez considerando um campo de tensões inicial devido à uma variação uniforme de temperatura.
Assumindo uma dependência local das tensões inciais com os parâmetros de otimização, o pro-
cedimento numérico obtido é composto de cálculos de tensões pelo método dos elementos finitos
associado ao modelo de material SIMP.
No mesmo ano Zhang (2013) usou uma técnica que combina regras de evolução de “autô-
matas celulares”, com análise estrutural por elementos finitos, propondo o método HCA do inglês
hybrid cellular automata, que não depende do gradiente da função objetivo. Este método é base-
ado em conceitos da biologia, especialmente no crescimento e remodelamento dos ossos e é um
método baseado em auto ordenamento de pseudo-densidades de elementos na malha de elemen-
tos finitos. Os autores consideram que a evolução das pseudo-densidades dos elementos depende
nestes mesmos valores nos elementos da circunvizinhança. Zhang (2013) usou este método para
maximizar rigidez ou minimizar a flexibilidade média de estruturas submetidas à carregamentos
termo-mecânicos, aproximando o efeito termo-mecânico à carregamentos nodais num campo de
temperaturas uniforme em toda a estrutura. Um trabalho muito semelhante foi o trabalho apresen-
tado por Li et al. (2010) que usou o método SIMP para estas mesmas aplicações, mostrando um
procedimento de análise de sensibilidades usando o método adjunto e um acoplamento fraco dos
campos elásticos e térmicos, considerando campo de temperatura uniforme.
Não tendo encontrado trabalhos prévios realizados neste tópico específico usando o método
evolucionário bi-direcional (BESO), Rodríguez e Pavanello (2014) desenvolveram uma metodolo-
gia de cálculo de sensibilidades que considera o efeito dos carregamentos térmicos dependentes
do projeto, usando uma interpolação de material segundo o modelo RAMP (“Rational Aproxima-
tion of Material Properties”) que supera as dificuldades apresentadas em problemas com estruturas
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submetidas à carregamentos dependentes do projeto. Rodríguez e Pavanello (2014) apresentaram
a aplicação de minimização de flexibilidade média para estruturas que encontram-se submetidas à
carregamentos termo-mecânicos usando o método BESO. Comparações de resultados com o traba-
lho de Li et al. (2010) foram feitas, apresentando topologias ótimas com contornos mais suaves e
sem presença de áreas cinzas onde a existência de material não pode ser considerada em aplicações
práticas.
Como pode se observar o problema de otimização estrutural topológica em estruturas subme-
tidas a carregamentos termo-mecânicos tem sido estudado com vários métodos, conseguindo resul-
tados favoráveis e eficientes. Contudo, o problema bi-objetivo acoplado termo-mecânico não tem
sido abordado, sendo este um dos objetivos principais deste trabalho. Os resultados obtidos foram
apresentados por Rodríguez e Pavanello (2015). No qual, uma metodologia de projeto multiobje-
tivo foi implementada usando um método de ponderação e combinando os critérios de otimização
da flexibilidade média com cargas dependentes do projeto e a maximização da capacidade térmica
dos sistemas.
1.4 Objetivos e Contribuições
O objetivo principal deste trabalho é propor, implementar e testar uma metodologia efici-
ente de otimização topológica utilizando o método evolucionário bi-direcional (BESO) que lide
com sistemas acoplados termo-mecânicos, com a finalidade de obter estruturas mais rígidas e com
um campo de temperaturas mais homogêneo para certas condições e restrições do sistema. Como
objetivos específicos deste trabalho, pode-se mencionar:
◦ Propor e implementar a análise de sensibilidades para o método BESO de otimização topo-
lógica considerando estruturas submetidas a carregamentos termo-mecânicos ou de dilatação
térmica. Validação e comparação com outros métodos apresentados em trabalhos anteriores.
◦ Acoplamento dos problemas de otimização da condução de calor e de maximização de rigi-
dez usando uma otimização bi-objetiva e o método da soma ponderada.
◦ Comparação de resultados para diferentes valores de pesos na otimização bi-objetiva.
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A contribuição mais importante deste trabalho é a análise de sensibilidades apresentada para
problemas de estruturas com carregamentos termo-mecânicos dependentes do projeto e carrega-
mentos fixos nos casos em que a variação de temperatura é uniforme na estrutura. A partir disto, é
possível implementar o método BESO com critério de rigidez para estruturas sujeitas a campos de
temperatura variável. Nestes casos o campo térmico é solucionado primeiro para calcular a variação
de temperatura em cada elemento e na sequência resolve-se o problema de elasticidade.
A segunda contribuição importante deste trabalho é o acoplamento termo-mecânico na oti-
mização bi-objetiva, considerando a flexibilidade média e a capacidade térmica global da estrutura
como funções objetivo. O método de soma ponderada é usado para combinar as duas funções ob-
jetivo, obtendo-se resultados satisfatórios em exemplos equivalentes aos casos clássicos resolvidos
na literatura.
1.5 Organização do texto
O presente trabalho foi organizado e sistematizado em seis capítulos que tratam de ilustrar as
definições principais, os procedimentos validados e os resultados obtidos nesta tese. No presente
capítulo, foca-se o texto na apresentação dos conceitos de otimização estrutural, assim como a
revisão bibliográfica referente ao tema abordado neste trabalho e os objetivos a serem alcançados
ao longo da tese.
No segundo capítulo apresenta-se o método BESO sob os critérios de rigidez. O filtro de
supressão do tabuleiro de xadrez é mostrado, assim como o procedimento de implementação do
método e sua validação.
O capítulo três, apresenta a metodologia BESO aplicada em estruturas submetidas a carrega-
mentos termo-mecânicos dependentes do projeto. Uma estrutura submetida a variações de tempera-
tura, apresenta tensões devido à dilatação. Estes carregamentos são dependentes do projeto, pois a
medida que a topologia evolui no procedimento de otimização, as temperaturas são recalculadas, e
as cargas também. Por isso a otimização destas estruturas apresenta certos desafios que são discuti-
dos no capítulo. Neste capítulo será apresentada também a forma de lidar com estes carregamentos,
assim como o procedimento de análise das sensibilidades dos elementos. Os resultados obtidos
neste capítulo e a comparação com resultados obtidos usando outros métodos de otimização foram
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apresentados no trabalho de Rodríguez e Pavanello (2014).
No capítulo quatro, apresenta-se a otimização topológica do problema de condução de calor.
Logo, acopla-se este problema com o problema maximização de rigidez usando uma otimização
multi-objetivo e o método de soma ponderada.
O capítulo cinco apresenta os resultados obtidos usando a metodologia apresentada e imple-
mentada neste trabalho, obtendo topologias que cumprem os objetivos do processo de otimização.
Estes resultados obtidos foram apresentados no trabalho de Rodríguez e Pavanello (2015). Final-
mente no capítulo seis apresentam-se as conclusões do trabalho.
A Figura 1.7 mostra um fluxograma da evolução da metodologia implementada neste traba-
lho, representando os passos mais importantes do processo que foi realizado para conseguir um
acoplamento adequado dos problemas de condução de calor e de maximização de rigidez em estru-
turas submetidas a carregamentos termo-mecânicos. As referências bibliográficas mais relevantes
são mostradas em cada etapa deste trabalho.
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Figura 1.7: Evolução da metodologia implementada neste trabalho com algumas referencias trans-
cendentais.
13
2 Otimização estrutural evolucionária
Neste capítulo, apresenta-se o método de otimização BESO (Bi-directional Evolutionary
Structural Optimization), assim como a implementação do filtro supressor do problema de tabu-
leiro de xadrez e a validação do algoritmo implementado neste trabalho.
2.1 Otimização estrutural evolucionária unidirecional
A otimização estrutural evolucionária está baseada em métodos heurísticos de escolha de
certa quantidade de material a ser removido ou adicionado gradualmente. Trata-se de um método
de otimização topológica baseado no cálculo dos gradientes de uma função objetivo dada, e que
contempla a existência de restrições de igualdade e de desigualdade. O primeiro estudo dos métodos
de otimização estrutural evolucionária foi feito nos anos 90 por Xie e Steven (1993). Neste artigo
(Xie e Steven, 1993) apresenta-se pela primeira vez o método ESO (Evolutionary Structural Opti-
mization). O método ESO foi complementado no trabalho de Xie e Steven (1997). O método ESO
está baseado no conceito simples de remover gradualmente certa quantidade de material ineficiente
de uma estrutura. A definição de “ineficiente” refere-se ao material que não contribui efetivamente
ao desempenho da estrutura, dependendo do critério sob o qual está sendo baseado o problema de
otimização. Uma vantagem do método ESO é que se trata de um método relativamente robusto.
Ele segue o mesmo princípio básico independentemente do campo de aplicação, no qual será ne-
cessário um modelo de elementos finitos da estrutura e um fator de contribuição (índice ou número
de sensibilidade) para cada elemento e assim decidir quais elementos devem ser removidos, (Das
et al., 2011). Algumas deficiências do método original apresentado por Xie e Steven (1993) foram
estudadas em trabalhos posteriores, apresentando melhoras no método e aplicações para diferentes
critérios de otimização, (Xie e Steven (1996); Zhao et al. (1996); Xie e Steven (1997); Querin e
Steven (1998); Li et al. (1999a, 2004); da Silva et al. (2001); Silva e Pavanello (2010)).
2.2 Otimização estrutural evolucionária bi-direcional
O método BESO, permite adicionar e remover elementos simultaneamente da malha de ele-
mentos finitos ao longo do processo iterativo. A pesquisa inicial no método BESO foi feita por
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Querin e Steven (1998) e Yang et al. (1999) para otimização de rigidez. No trabalho de Yang et al.
(1999) é proposta uma suavização dos números de sensibilidades do problema. Em consequência,
a sensibilidade dos elementos vazios são estimadas mediante uma extrapolação linear do campo
de deslocamentos obtidos pela análise de elementos finitos. Assim, os elementos sólidos com os
números de sensibilidade mais baixos são removidos da estrutura e os elementos vazios com os
números de sensibilidade mais altos são trocados por elementos sólidos. Pode-se mencionar alguns
trabalhos atuais usando este método, Picelli et al. (2014); Vicente et al. (2014).
O método BESO também foi aplicado no projeto baseado no critério de tensão total (“full
stress design”) usando o valor da tensão de von Mises como indicador do estado local de tensões
(Querin et al., 2000). No algoritmo BESO desenvolvido por Querin et al. (2000), os elementos com
mais baixas tensões de von Mises são removidos e elementos vazios com tensões de von Mises mais
altos são trocados por elementos sólidos. Similarmente, o número de elementos a ser removidos e
adicionados são determinados independentemente pelas proporções de rejeição e inclusão respec-
tivamente.
Nesta dissertação, implementou-se o algoritmo BESO para otimização de rigidez desenvol-
vido e apresentado por Huang e Xie (2007). Nesta implementação os problemas de tabuleiro de
xadrez, dependência do refinamento da malha e convergência da solução, foram solucionados
usando-se filtros numéricos de suavização e médias ponderadas no histórico dos parâmetros de
convergência.
2.2.1 Método BESO para otimização de rigidez
O critério de rigidez é um dos critérios clássicos para otimização de estruturas. A otimização
com base no critério de rigidez visa obter a estrutura mais rígida para um volume prescrito de
material. Normalmente, a maximização da rigidez estrutural de um sistema é definida em termos
da minimização da sua flexibilidade média ou C (do inglês “Compliance”). A flexibilidade média
pode ser definida como a energia de deformação total da estrutura que equivale ao trabalho das
forças externas, Chu et al. (1996), sendo:
C =
1
2
{f}T{u} (2.1)
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em que {f} é o vetor de carregamentos e {u} o vetor de deslocamentos nodais. Usando o método de
elementos finitos (FEM - Finite Element Method), a equação de equilíbrio estático de uma estrutura
pode ser expressa como:
[K]{u} = {f} (2.2)
onde [K] é a matriz de rigidez global da estrutura cujo domínio de projeto foi discretizado com
um número de elementos igual a nel. Para que a topologia da estrutura possa ser modificada no
domínio de projeto, o seguinte esquema linear de interpolação de material é considerado,
[Ki](xi) = [K
0
i ] + xi([K
1
i ]− [K0i ]), i = 1, ..., nel (2.3)
em que [Ki] é a matriz de rigidez do elemento i e xi é a variável binária do projeto que declara
a presença (1) ou ausência (0) de um elemento. [K0i ] e [K
1
i ] são as matrizes de rigidez do mesmo
elemento se este fosse feito de dois materiais diferentes, denominados material 0 e material 1
respectivamente. Para problemas com esquemas sólido-vazios, [K0i ] é uma matriz nula do mesmo
tamanho que [K1i ]. Nestos casos, a equação (2.3) é simplificada à:
[Ki] = xi[K
1
i ] (2.4)
Logo, resumindo o problema de otimização, este pode ser definido como:
Minimizar: C = 1
2
{f}T{u}
Sujeito a: V ∗ −∑neli=1 vixi = 0
xi = 0 ∨ xi = 1
(2.5)
em que vi é o volume individual do i-ésimo elemento e V ∗ é o volume final prescrito da estrutura.
O problema acima tem sido extensivamente utilizado para otimização topológica de estruturas con-
tínuas (Bendsoe e Sigmund, 2003), mas difere do utilizado nos métodos ESO/BESO originais. De
fato, os métodos ESO/BESO originais apresentam algumas dificuldades com relação ao problema
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apresentado, como por exemplo, a função objetivo pode não convergir se o volume for mantido
constante para satisfazer sua restrição. Um dos objetivos da versão mais recente do método BESO,
é fazer com que o algoritmo seja estável e convergente ao atender as condições do problema (Huang
e Xie, 2007). As adaptações necessárias para melhorar a instabilidade e convergência do método
BESO serão discutidas na sequência.
2.2.2 Análise de sensibilidade
Em cada iteração do procedimento BESO, certa quantidade de material é removido, de tal
forma que o incremento na função objetivo seja mínima. Uma vez que a quantidade de elementos
sólidos na estrutura represente o volume prescrito ou volume final e a convergência seja atingida,
o procedimento BESO é finalizado obtendo-se uma estrutura otimizada. Os números de sensibili-
dade definidos para cada elemento neste problema deve-se refletir o efeito da remoção ou adição
desse elemento na flexibilidade média da estrutura. Considerando um esquema sólido-vazio para o
projeto, o número de sensibilidade deve ser consistente com o resultado da análise de sensibilidade
de primeira ordem. Usando a serie de Taylor, a variação na flexibilidade média (∆Ci) devido à
variação do valor da variável do projeto xi pode ser expressa por:
∆Ci ∼= ∂C
∂xi
∆xi +
1
2!
∂2C
∂x2i
∆x2i + ...+
1
m!
∂mC
∂xmi
∆xmi + ... (2.6)
No método BESO, assim como na majoria dos métodos de otimização baseados no gradiente,
somente o primeiro termo da serie de Taylor é considerada (Ghabraie, 2014), de tal forma que,
∆Ci =
∂C
∂xi
∆xi (2.7)
Devido à característica binária do BESO, a variação nas variáveis de projeto dos elementos
quando são removidos é ∆xi = 0− 1 = −1. Logo, para um vetor de forças constante, tem-se:
∆Ci = −∂C
∂xi
= −1
2
{f}T ∂u
∂xi
(2.8)
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Considerando a equação (2.2), obtêm-se,
∆Ci = −1
2
{f}T∂([K]
−1{f})
∂xi
(2.9)
Usando a definição [K][K]−1 = I , sendo I a matriz de identidade e derivando, obtêm-se,
∂[K]−1
∂xi
= −[K]−1∂[K]
∂xi
[K]−1 (2.10)
Voltando na equação (2.9),
∆Ci =
1
2
{f}T[K]−1∂[K]
∂xi
[K]−1{f}
∆Ci =
1
2
{f}T[K]−1∂[K]
∂xi
{u}
∆Ci =
1
2
{u}T∂[K]
∂xi
{u} = 1
2
{ui}T[Ki]{ui}
(2.11)
em que {ui} é o vetor de deslocamento do i-ésimo elemento e [Ki] é a matriz de rigidez do i-ésimo
elemento. Assim, quando um elemento sólido é removido da estrutura, a mudança na flexibilidade
média da estrutura é igual à energia de deformação do elemento (Chu et al., 1996). Essa mudança
é definida como o número de sensibilidade do elemento αi dado por:
αi =
1
2
{ui}T[Ki]{ui} (2.12)
Para minimizar a flexibilidade média da estrutura através da remoção de elementos, a maneira
mais efetiva é eliminar os elementos com os menores valores de αi, assim, o aumento de C será
mínimo (Xie e Steven, 1997).
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Para adicionar material no domínio de projeto, um esquema de filtro é utilizado. O filtro se
aplica para suavizar os números de sensibilidade nos elementos vizinhos, atribuindo valores não
nulos aos elementos vazios. Ao se utilizar este filtro, algumas instabilidades numéricas como os
problemas de tabuleiro de xadrez e dependência do refinamento da malha serão minimizados, Li e
Steven (2001).
2.2.3 O problema de tabuleiro de xadrez
O problema de tabuleiro de xadrez ("checkerboard“) está presente em vários métodos de
otimização estrutural topológica que utilizam malhas fixas de elementos finitos. Esse problema
é caraterizado por padrões de elementos sólido-vazios ordenados como um tabuleiro de xadrez.
Estes padrões tipo tabuleiro de xadrez estão presentes na estrutura final e começam a ser formados
durante o processo evolutivo.
Os padrões de tabuleiro de xadrez tem sua origem em problemas de aproximação numérica
(Diaz e Sigmund, 1995; Jog e Haber, 1996). A presença deste problema dificulta a interpretação
da solução ótima e também a manufatura da estrutura. Quando os elementos quadrilaterais tradi-
cionais são utilizados, as restrições cinemáticas da estrutura discretizada resultam em uma rigidez
artificial alta induzida numericamente. Esses elementos podem apresentar conexões de apenas um
nó com seus elementos vizinhos, o que possibilita o aparecimento do problema previamente ci-
tado e/ou singularidades de rigidez. A Figura 2.1 ilustra a formação desses padrões com elementos
quadrilaterais. Para solucionar essas dificuldades numéricas no contexto dos algoritmos do tipo
SIMP (Bendsoe e Sigmund, 1999), pesquisadores têm proposto a utilização de elementos de alta
ordem (Diaz e Sigmund, 1995), filtros numéricos (Poulsen, 2002; Hu et al., 2009), ou até mesmo
elementos com funções especiais (Taishi et al., 2009). Contudo, essa alternativas podem não ser as
melhores, pois o aumento no custo computacional pode ser muito elevado.
Nos métodos evolucionários, o problema de tabuleiro de xadrez também é detectado quando
usa-se elementos quadrilaterais de quatro nós. Li e Steven (2001) propõem um filtro baseado na
suavização do número de sensibilidade ao longo da estrutura para eliminar o problema no métodos
ESO/BESO. Uma alternativa a essas técnicas complementares (filtros e elementos de alta ordem)
é baseada no uso de elementos hexagonais. Picelli (2011) estudou o uso deste tipo de elementos
obtendo resultados favoráveis e eficientes na supressão destes problemas no método ESO, sendo
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Figura 2.1: a) Padrão de tabuleiro de xadrez, (Picelli, 2011); b) Segmento contínuo com conexões
por apenas um nó, (Picelli, 2011); c) Esquema de tabuleiro de xadrez numa estrutura otimizada
usando o método BESO.
necessária a aplicação de filtros no método BESO para extrapolação de sensibilidade em elementos
vazios e eliminação de instabilidades numéricas próprias deste método. Assim sendo, a opção de
usar um filtro numérico parece ser a mais eficiente no caso do método BESO.
2.2.4 Filtro de supressão do problema de tabuleiro de xadrez
Neste trabalho, apresenta-se um procedimento de implementação do filtro para supressão do
problema de tabuleiro de xadrez em malhas de elementos quadrilaterais baseado no trabalho de Li
e Steven (2001). Nesse artigo, um algoritmo simples para a supressão do problema é detalhado, no
qual usa-se uma técnica intuitiva de suavização do número de sensibilidade. Para esta finalidade,
calcula-se o valor médio de sensibilidades dos elementos ao redor de um nó específico. Este valor
denomina-se sensibilidade nodal, que é calculada da seguinte maneira:
αj =
∑M
i=1 viαi∑M
i=1 vi
(2.13)
em que M representa o número total de elementos conectados ao nó j e vi, o volume do elemento
i. A ideia do filtro de supressão do problema de tabuleiro de xadrez, é suavizar as sensibilidades
de cada elemento. Com este fim, desenha-se um círculo de raio rmin ao redor de cada elemento,
e aproxima-se as sensibilidades nodais de todos os nós, que encontram-se dentro do círculo, ao
elemento localizado no meio do círculo. Esta aproximação é feita com base na distância de cada nó
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ao centro do círculo, como mostrado na Figura 2.2.
rm
in
(a) (b)
Figura 2.2: Nós localizados dentro do domínio circular de raio rmin. a) Domínio circular; b) Extra-
polação das sensibilidades nodais ao elemento onde é aplicado o filtro.
O procedimento proposto introduz uma matriz [H] que servirá como artifício para calcular
as sensibilidades suavizadas em cada um dos elementos da malha de elementos finitos. Esta matriz
[H] contém os pesos de todos os nós com respeito a cada elemento baseando-se na distância do
nó ao centro do elemento. O peso de um nó com respeito a um elemento, dado pelo termo wij , é
introduzido como se segue:
wij =

rij∑L
k=1 rik
; rij ≤ rmin
0; rij > rmin
(2.14)
em que wij é o peso do nó j em relação ao elemento i, L é o número total de elementos dentro do
círculo de raio rmin com centro no elemento i e rij é a distancia entre o nó j e o centro do elemento
i. Define-se a matriz [H] da seguinte maneira:
[H] =
1
2
3
...
nel

w11 w21 w31 ... wnno1
w12 w22 w32 ... wnno2
w13 w23 w33 ... wnno3
...
...
... . . .
...
w1nel w2nel w3nel ... wnnonel

(2.15)
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As sensibilidades elementares suavizadas serão calculadas da seguinte forma:
{α}nelx1 = [H]nelxnno{αnodal}nnox1 (2.16)
em que nel representa o número total de elementos, nno o número total de nós, {α} é o vetor de
sensibilidades suavizadas de todos os elementos e {αnodal} é o vetor de sensibilidades nodais.
2.2.4.1 Estabilização do processo evolucionário
Apesar do uso do filtro de suavização de sensibilidades, a função objetivo e a topologia podem
não ser convergentes em algumas aplicações do método BESO. Isso se deve ao cálculo impreciso
dos números de sensibilidade, principalmente para os elementos a serem adicionados (vazios na
iteração anterior) que não estão envolvidos na análise de elementos finitos. Para contornar este
problema, é proposto considerar o histórico da sensibilidade de cada elemento (Huang e Xie, 2010).
Isto pode ser realizado com a média do número de sensibilidade atual e o da iteração anterior como:
αi =
αki + α
k−1
i
2
(2.17)
em que k é o número da iteração atual. Assim o processo é suavizado no espaço das iterações.
2.2.5 Adição/remoção de elementos e critério de convergência
Antes que elementos sejam adicionados/removidos, o volume da próxima iteração Vk+1 deve
ser determinado. Considerando que o volume final da estrutura V ∗ pode ser maior ou menor do que
o volume atual, o volume alvo da próxima iteração Vk+1 pode crescer ou decrescer passo a passo
até que se atinja o volume final. Assim,
Vk+1 = Vk(1± ER) (2.18)
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sendo que ER representa o índice de evolução do volume. Uma vez que o volume final seja atingido,
o volume da estrutura será mantido constante para as iterações remanescentes (Vk+1 = V ∗).
Como próximo passo, os números de sensibilidade de todos os elementos são calculados
conforme descrito na seção anterior. Os elementos são ordenados de acordo com os valores de seus
números de sensibilidade em ordem decrescente. Para elementos sólidos (1), eles serão removidos
(mudados para 0) se:
αi ≤ αathdel (2.19)
Para elementos vazios (0), eles serão adicionados (mudados para 1) se:
αi > α
ath
add (2.20)
em que αathdel e α
ath
add são os números de sensibilidade limites para remoção e adição de elementos.
Os números de sensibilidade limite são determinados de acordo com os três seguintes passos:
1. Primeiramente, adota-se αathdel = α
ath
add = α
ath, assim αath pode ser determinado para um
volume de referência Vk+1. Por exemplo, existem 1000 elementos no domínio de projeto e
α1 > α2 > ... > α1000 são os números de sensibilidade ordenados em ordem decrescente. Se
Vk+1 corresponde a uma fração de volume com 725 elementos, então αath = α725.
2. Calcule o índice de admissão de volume (AR), que é definido como o número de ele-
mentos adicionados dividido pelo número total de elementos no domínio do projeto. Se
AR ≤ ARmax, em que ARmax é o índice de admissão de volume máximo prescrito, pule
o passo 3. Senão, calcule αathdel e α
ath
add como no passo 3.
3. Calcule αathadd ao se ordenar primeiramente os números de sensibilidade dos elementos vazios
(0). O número de elementos a serem adicionados será igual a ARmax multiplicado pelo nú-
mero total de elementos no domínio de projeto. αathdel é o número de sensibilidade que fará
com que o volume removido seja igual a (volume de elementos adicionados - Vk+1 + Vk).
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O ciclo de análise de elementos finitos e adição/remoção de elementos continua até que o
volume objetivo V ∗ seja atingido e o seguinte critério de convergência, definido em termos da
mudança da função objetivo, seja satisfeito.
∣∣∣∑Ni=1Ck−i+1 −∑Ni=1Ck−N−i+1∣∣∣∑N
i=1Ck−i+1
≤ τ (2.21)
em que k é o número da iteração atual, τ é a tolerância permitida para convergência e N é um
número inteiro, que implica que a mudança na função objetivo através das últimas 2∗N iterações é
aceitavelmente pequena.
2.2.5.1 Procedimento básico do algoritmo BESO
O processo evolucionário do método BESO é dado como:
1. Discretizar o domínio de projeto usando uma malha de elementos finitos e declarar valores
iniciais das variáveis do projeto (0 ou 1) dos elementos para construir uma configuração
inicial.
2. Realizar a análise de elementos finitos e calcular o número de sensibilidade elementar, de
acordo com a equação 2.12 e aplicar o filtro segundo a equação 2.16.
3. Calcular a média dos números de sensibilidade com o valor da iteração anterior usando a
equação 2.17 e guardar os resultados para a seguinte iteração.
4. Determinar a fração de volume da próxima iteração de acordo com a equação 2.18.
5. Adicionar e remover elementos de acordo com o procedimento descrito no ítem 2.2.5.
6. Repetir os passos 2 a 5 até que a restrição de volume (V ∗) seja atingida e o critério de
convergência, mostrado na equação 2.21, seja satisfeito.
Um fluxograma da implementação do método BESO, seguindo o procedimento explicado, é
apresentado na Figura 2.3.
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Carregamentos aplicadosMalha de elementos
        Finitos
Suportes estruturais
INICIO
Domínio  do projeto 
Selecionar critério de otimização
Executar análise de elementos finitos na estrutura
Remoção/Adição de elementos
Restrição de volume
         atingida?
NÃO
   Limite de Otimização    
   atingido? (Convergiu)
NÃO
 SIM
TOPOLOGIA FINAL
SIM
 Filtrar os números de sensibilidade
Calcular os números de sensibilidade
Calcular a média com a iteração anteiror
Figura 2.3: Fluxograma da implementação do algoritmo BESO.
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2.2.6 Estudo e validação do procedimento BESO
2.2.6.1 Problema da viga engastada livre - Exemplo 2.1
O problema de otimização topológica de uma viga engastada-livre é um problema clássico
usado na validação e comparação de resultados de diferentes métodos de otimização topológica.
A viga é engastada na aresta esquerda e tem um carregamento pontual no meio de sua aresta di-
reita conforme o modelo apresentado na Figura 2.4. Considere-se uma malha de 160 × 100 ele-
mentos quadrilaterais lineares para a análise de elementos finitos. Como propriedades do material
consideraram-se o módulo de elasticidade E = 100 GPa, e o coeficiente de Poisson ν = 0,3. Os
parâmetros de otimização considerados são mostrados na Tabela 5.3. Os parâmetros τ e N estão
definidos na equação 2.21.
Tabela 2.1: Parâmetros do método de otimização para viga engastada-livre.
Variável Descrição Valor
Vf Fração de volume final 0,5
ER Razão de evolução 1%
ARmáx Máxima razão de admissão 5%
rmin Raio do filtro 3mm
τ Tolerância da convergência 0,1%
N Parâmetro da convergência 5
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Figura 2.4: Domínio do problema para o caso de viga engastada livre.
Inicialmente, comparam-se as topologias otimizadas para diferentes discretizações do sis-
tema. Para isso, modela-se 4 casos de refinamento de malhas, de 640, 2560, 16000 e 64000 ele-
mentos. Na Figura 2.5 mostra-se as soluções obtidas, evidenciando a independência do método
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BESO com respeito ao refinamento da malha de elementos finitos utilizada. A única diferença nas
topologias mostradas na Figura 2.5 são os contornos. Quanto mais refinada é a malha, mais suaves
são estes contornos.
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Figura 2.5: Estruturas otimizadas para 50 % do volume inicial pelo método BESO com malhas de:
a) 32× 20 elementos; b) 64× 40 elementos; c) 160× 100 elementos e d) 320× 200 elementos.
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Figura 2.6: Comparação de resultados do problema de viga engastada livre para volume final de
50%: a) Método BESO; b) Método SIMP (Huang e Xie, 2007); c) Método BESO com malhas
hexagonais (Picelli, 2011).
Na Figura 2.6 comparam-se os resultados obtidos usando o método BESO implementado
neste trabalho com resultados obtidos, por outros autores, usando-se o método SIMP e o método
BESO com malhas hexagonais. Pode se observar que o resultado obtido neste trabalho apresenta
grande concordância com os resultados apresentados na literatura. A diferença do resultado usando
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o método SIMP é basicamente a definição da interfaz entre sólido e vazio. Usando o método BESO,
os contornos suaves definem claramente esta interfaz, entretanto, quando o método SIMP é usado,
isso não acontece.
A influência do filtro de supressão de tabuleiro de xadrez é ilustrada na Figura 2.7. Nesta
figura mostra-se a distribuição de sensibilidades elementares na última iteração do procedimento
evolutivo, antes e depois da aplicação do filtro. Claramente, a distribuição de sensibilidades é mo-
dificada após a aplicação do filtro e isto faz com que a escolha dos elementos a serem eliminados
ou adicionados na iteração, seja baseada em uma distribuição mais suave, evitando singularidades
no critério de otimização.
A escolha do raio do filtro é muito importante na topologia final resultante, pois escolher um
raio de filtro diferente afeta diretamente na distribuição de sensibilidades em cada iteração fazendo
que a escolha de elementos a serem removidos ou adicionados seja modificada e consequentemente
a topologia final obtida seja também diferente. Observa-se que os elementos vazios, com sensibili-
dades nulas, que se encontram próximos a elementos sólidos, apresentam sensibilidades não nulas
após aplicar o filtro e os valores máximos de sensibilidades diminui, devido a suavização destes
valores considerando as sensibilidades dos elementos vizinhos. 
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Figura 2.7: Influência do filtro de supressão de tabuleiro de xadrez na última iteração; a) Sensibili-
dades sem filtro, em [Nmm]; b) Sensibilidades depois de aplicar o filtro, em [Nmm].
Na Figura 2.8 mostra-se a evolução da função objetivo e a fração de volume ao longo do
processo de otimização. A função objetivo aumenta gradualmente enquanto o material está sendo
removido. É importante ressaltar que a função objetivo apresenta saltos nas iterações 44 e 59 de-
vido a uma variação significativa na topologia devido à eliminação de uma ou mais barras internas
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existentes na topologia. Observa-se também que o processo de otimização não é considerado fina-
lizado na iteração 50, quando atinge o volume final de 50%. O processo continua até que o critério
de convergência seja atingido como mostrado na equação 2.21, ou seja a variação média da função
objetivo nas últimas 10 iterações é consideravelmente baixa com relação ao parâmetro τ .
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Figura 2.8: Histórico da evolução da função objetivo (flexibilidade média) para viga engastada livre
com 50% do volume inicial em uma malha de 160× 100 elementos finitos.
2.2.6.2 Viga engastada livre com diferentes configurações iniciais
O objetivo desta seção é mostrar que o método BESO é capaz de encontrar topologias ótimas
considerando diferentes configurações iniciais. Isto é, o algoritmo considerando diferentes pontos
de partida, é capaz de convergir a soluções muito próximas. Considera-se o mesmo exemplo da
seção anterior. Neste caso, o projeto inicia com 40% do volume total. As condições de contorno e
os parâmetros do método BESO são as mesmas consideradas no caso anterior (Figura 2.4 e Tabela
5.3).
Na Figura 2.9 observa-se a evolução da topologia do problema nas iterações 5, 10,15, 30 e
final. Da evolução da função objetivo mostrada na Figura 2.10, pode se ressaltar que o volume fica
constante a partir da iteração 9 no caso de se iniciar com volume igual a 40%. A partir da iteração
9, os elementos são eliminados e adicionados na mesma proporção, ou seja, pode-se considerar que
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os elementos estão sendo reorganizados até convergir para a topologia ótima. As Figuras 2.9a e 2.9f
mostram a comparação da configuração inicial com o resultado final do processo evolutivo (estru-
tura otimizada). A flexibilidade média da estrutura otimizada é 1.868 Nm, enquanto a flexibilidade
média considerando todos os elementos como sólidos no ponto inicial é 1,867 Nm.
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Figura 2.9: Resultados intermediários do processo de otimização topológica da viga engastada-
livre pelo método BESO para um refinamento de 160× 100 elementos, considerando uma solução
inicial.
É importante ressaltar que as topologias obtidas são muito parecidas (Figuras 2.9f e 2.5), po-
dendo considerar as duas como o resultado do problema de otimização. Concluindo desta maneira
que o método BESO é capaz também de obter uma topologia ótima considerando diferentes pontos
de partida. A Figura 2.10 mostra a comparação dos históricos de evolução das funções objetivo e
das frações de volume ao longo do processo de otimização para o problema de viga engastada-livre
considerando os dois pontos de partida definidos previamente. Observa-se claramente que no caso
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do problema considerando a configuração inicial com 40% do material concentrado em torno da
linha neutra, o valor da função objetivo decresce rapidamente ao longo do processo evolutivo. Isto
ocorre porque partiu-se de uma solução ineficiente para convergir num ponto ótimo do problema
de otimização, obtendo uma estrutura otimizada muito similar à obtida partindo-se de um domínio
do projeto totalmente sólido.
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Figura 2.10: Histórico da evolução do algoritmo para viga engastada livre com 50% do volume
inicial em uma malha de 160× 100 elementos finitos, considerando solução inicial.
2.2.6.3 Problema da viga MBB - Exemplo 2.2
Com o objetivo de mostrar mais um exemplo clássico resolvido pelo método BESO e validar
a implementação aqui apresentada, estuda-se o caso de uma viga bi-apoiada.
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Figura 2.11: Domínio do problema e condições de contorno para a viga MBB.
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A viga MBB (“Messerschmitt-Bölkow-Blohm”) leva este nome pois foi proposta pela com-
panhia aeroespacial alemã que a introduz nos anos 60, com as dimensões e condições de contorno
que são mostradas na Figura 2.11. Um domínio inicial de 240mm × 40mm e espessura 1 mm foi
considerado. A viga tem um carregamento pontual igual a F = 100 N no centro da aresta inferior.
Como o problema apresenta simetria, só o lado direito da viga foi considerado no problema de
otimização topológica (ver Anexo A.2).
O novo domínio é ilustrado na Figura 2.12. Para conseguir a topologia do domínio inicial
usando só o lado direito, restringe-se o deslocamento horizontal dos nós da aresta esquerda e o
carregamento pontual aplicado tem que ser reduzido à metade também (P = F/2 = 50 N). Desta
forma a análise de elementos finitos em cada iteração do processo evolutivo é mais rápida pois só
estarão sendo analisados a metade dos elementos e por consequência o custo computacional será
reduzido consideravelmente.
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Figura 2.12: Domínio do lado direito da viga, considerando a simetría do problema.
O problema foi discretizado com uma malha de 120 × 40 elementos quadrilaterais lineares.
Restringiu-se o volume final à 50% do volume total do domínio do projeto e considerou-se as
propriedades do material: Módulo de elasticidade E = 200 GPa e o coeficiente de Poisson igual a
0,3. Os parâmetros de otimização considerados são mostrados na Tabela 2.2.
Na Figura 2.13 mostram-se os resultados intermediários para o problema de viga MBB para a
metade do domínio, e na Figura 2.14 mostra-se o resultado final do processo evolutivo ou a estrutura
otimizada considerando o domínio total do projeto, ou seja 240 × 40 elementos. O histórico da
evolução da função objetivo para a viga MBB é ilustrado na Figura 2.15. Cabe ressaltar que a partir
da iteração 11 o volume permanece constante ao longo do processo evolutivo.
Da mesma forma que no exemplo anterior, a comparação do resultado obtido neste trabalho
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Tabela 2.2: Parâmetros do método de otimização para viga MBB.
Variável Descrição Valor
Vf Fração de volume final 0,5
ER Razão de evolução 5%
ARmáx Máxima razão de admissão 5%
rmin Raio do filtro 6mm
τ Tolerância da convergência 0,1%
N Parâmetro da convergência 5
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Figura 2.13: Resultados intermediários do processo de otimização topológica com 50% do volume
inicial pelo método BESO com malhas de 120× 40 elementos
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Figura 2.14: Resultado final para o domínio total da viga MBB.
é feita tomando como referência os resultados obtidos por Huang e Xie (2007) e Picelli (2011),
para o método SIMP e o método BESO com malha de elementos hexagonais, respectivamente,
conforme mostrado na Figura 2.16.
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Figura 2.15: Histórico da evolução da função objetivo para viga MBB com 50% do volume inicial
em uma malha de 180× 60 elementos finitos.
Observa-se uma concordância satisfatória com os resultados da literatura, podendo assim
considerar que o código implementado neste trabalho foi validado para o caso de minimização da
flexibilidade média de estruturas elásticas bidimensionais.
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Figura 2.16: Comparação de resultados do problema de viga MBB: a) Método BESO; b) Método
SIMP (Huang e Xie, 2007); c) Método BESO com malhas hexagonais (Picelli, 2011).
2.3 Método BESO em abordagens hard kill e soft kill
Nesta seção serão analisados os métodos de otimização BESO usando uma interpolação de
material intermediário. O objetivo da interpolação de material será obter um projeto aproximado
ao esquema sólido-vazio do método original BESO explicado anteriormente, sem remover (total-
mente) os elementos da malha de elementos finitos inicial, levando em consideração que a remoção
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completa de elementos pode gerar dificuldades numéricas e teóricas na otimização topológica.
Uma forma alternativa de excluir efetivamente um elemento, é reduzir o módulo de elastici-
dade do elemento ou uma de suas dimensões características (assim como a espessura) do elemento
a um valor muito pequeno. Por exemplo, Hinton e Sienz (1995) reduziram o módulo de elastici-
dade dos elementos a serem excluídos dividindo por um fator igual a 105. Rozvani e Querin (2002)
sugeriram uma remoção e adição sequencial dos elementos (Método SERA) onde o elemento vazio
é substituído por um elemento suave com uma densidade baixa.
Uma abordagem semelhante para o método BESO foi proposta por Zhu et al. (2007) onde
uma microestrutura celular ortotrópica é introduzida para substituir o elemento vazio. Contudo,
nenhum destes métodos produz uma diferença significativa na topologia com o resultado do método
ESO original. Por estes motivos, Huang e Xie (2009) propuseram o método BESO utilizando o
esquema de interpolação de material denominado SIMP (“Solid Isotropic Material Penalization”),
que permite a solução do problema discreto. Assim o problema de otimização pode ser escrito da
seguinte maneira:
Minimizar: C = 1
2
{f}T{u}
Sujeito a: V ∗ −∑neli=1 vixi = 0
xi = xmin ∨ xi = 1
(2.22)
em que as variáveis {f}, {u}, vi, V ∗ e xi são as mesmas previamente definidas no problema da
equação (2.5). O valor mínimo da variável de projeto, xmin, (por exemplo: 0,001) é usado para os
elementos vazios, isso indica que nenhum elemento é removido totalmente do domínio do projeto,
convertendo-se os elementos vazios em elementos suaves. Tal abordagem é denominada como uma
abordagem soft kill do método BESO, sendo que o método original BESO explicado na seção
anterior representa a abordagem hard kill do método BESO.
Para conseguir um projeto aproximado ao esquema sólido-vazio, o módulo de elasticidade E
de material intermediário é interpolado, conforme ao esquema SIMP, onde uma função contínua da
variável de projeto do elemento é definida. Assume-se que o coeficiente de Poisson é independente
das variáveis de projeto.
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Da mesma forma que na equação (2.3), considera-se que um mesmo elemento pode ser feito
de dois materiais diferentes, o material 0 e o material 1. Desta maneira, a matriz elementar de
rigidez [Ki] pode ser expressa em termos da matriz de rigidez do elemento sólido (material 1) e da
variável de projeto xi, as interpolações do módulo de elasticidade e da matriz elementar de rigidez
podem ser expressas como:
E(xi) = φ(xi)E
1 → [Ki] = φ(xi)[K1i ]
Sendo: φ(xi) = x
p
i
(2.23)
em que E1 denota o módulo de elasticidade do material sólido, sendo p um fator de penalização
usado para acelerar a convergência dos procedimentos de otimização, [K1i ] a matriz de rigidez do
elemento sólido e φ(xi) é a função interpoladora que aproxima as variáveis discretas E e [K] à
variáveis contínuas que dependem da variável de projeto e do fator ou exponente de penalização.
2.3.1 Análise de sensibilidade
Considerando-se a flexibilidade média do sistema (C) como função objetivo do problema de
otimização, como explicado na equação 2.22, e assumindo-se que a variável de projeto xi varia de
xmin a 1 continuamente, a sensibilidade da função objetivo com respeito à variável de projeto pode
ser expressa como,
dC
dxi
=
1
2
d{f}T
dxi
{u}+ 1
2
{f}T d{u}
dxi
(2.24)
O método adjunto (Choi e Kim (2005), Kollmann (2010)) é usado para determinar a sensibi-
lidade do vetor de deslocamentos. Introduzindo um vetor de multiplicadores de Lagrange {λ}, um
termo adicional {λ}T({f} − [K]{u}) pode ser incluso na função objetivo sem modificá-la devido
à equação de equilíbrio (2.2). Assim:
C =
1
2
{f}T{u}+ {λ}T({f} − [K]{u}) (2.25)
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A sensibilidade da função objetivo modificada pode ser escrita como,
dC
dxi
=
1
2
d{f}T
dxi
{u}+ 1
2
{f}T d{u}
dxi
+ {λ}T
(
d{f}
dxi
− d[K]
dxi
{u} − [K]d{u}
dxi
)
+ ...
+
d{λ}T
dxi
({f} − [K]{u})
(2.26)
Note-se que o último termo da equação é nulo devido à condição de equilíbrio. Também,
assume-se que a variação da variável de projeto não tem efeito na variação do vetor de carregamen-
tos, portanto d{f}dxi = 0. A sensibilidade da função objetivo neste caso é dada por:
dC
dxi
=
(
1
2
{f}T − {λ}T[K]
)
d{u}
dxi
− {λT}d[K]
dxi
{u} (2.27)
Da equação 2.25 pode se observar que o vetor de multiplicadores de Lagrange {λ} pode ser
usado livremente porque ({f} − [K]{u}) é igual a zero. Para eliminar o fator d{f}dxi da expressão
para o cálculo da sensibilidade, {λ} é escolhido de tal forma que
1
2
{f}T − {λ}T[K] = 0 (2.28)
Comparando a equação 2.28 com a equação de equilíbrio (2.2), a solução para o vetor de
multiplicadores de Lagrange {λ} é dada por:
{λ} = 1
2
{u} (2.29)
Substituindo a equação 2.29 na equação 2.27, a sensibilidade da função objetivo resulta em:
dC
dxi
= −1
2
{u}T d[K]
dxi
{u} (2.30)
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Substituindo a equação de interpolação de material (2.23) na equação anterior, a sensibilidade
da função objetivo em relação à mudança do i-ésimo elemento pode ser expressa por:
∂C
∂xi
= −1
2
pxp−1i {ui}T[K1i ]{ui} (2.31)
No método BESO, uma estrutura é otimizada usando variáveis de projeto discretas (biná-
rias). Assim, embora o método inclua uma análise de sensibilidade na sua formulação, a mesma é
considerada de forma discreta, requerendo uma estratégia heurística binária para minimização da
função objetivo. Portanto, o número de sensibilidade usado no método BESO pode ser definido
pela classificação relativa de um elemento individual, da seguinte forma:
αi = −1
p
∂C
∂xi
=

1
2
{ui}T[K0i ]{ui}; Quando: xi = 1
xp−1min
2
{ui}T[K0i ]{ui}; Quando: xi = xmin
(2.32)
A equação anterior define a abordagem soft kill do método BESO, na qual os elementos vazios
também são denominados suaves por não serem eliminados totalmente. É importante ressaltar que
o número de sensibilidade de elementos vazios depende na escolha do fator penalizador p.
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Figura 2.17: Estrutura otimizada usando BESO com interpolação de material para: a) p = 2 e b)
p = 10.
Para ilustrar melhor esta abordagem do método, considera-se o problema de viga engastada-
livre da Figura 2.4. As mesmas propriedades de material e parâmetros de otimização da seção
2.2.6.1 são usados, discretizando o problema com uma malha de 96 × 60 elementos. Analisa-se o
39
problema para os seguintes fatores de penalidade: p = 2 e p = 10. Na Figura 2.17 mostram-se as
estruturas otimizadas para estes casos.  
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Figura 2.18: Distribuição de sensibilidades de elementos suaves na última iteração para viga
engastada-livre com fator de penalidade p = 2; a) Antes da aplicação do filtro; b) Após a apli-
cação do filtro.
A Figura 2.18 mostra a distribuição de sensibilidades nos elementos vazios para o problema
considerando o fator de penalidade p = 2 antes e após a aplicação do filtro. Observa-se que as
sensibilidades dos elementos vazios não é nula e observa-se também o efeito da aplicação do filtro
que aumenta consideravelmente os valores das sensibilidades dos elementos suaves próximos à
elementos sólidos.
Quanto maior o fator penalizador, menores serão os números de sensibilidades dos elementos
vazios. Assim, quando p tende ao infinito, da equação 2.32, o número de sensibilidade torna-se:
αi =

1
2
{ui}T[K0i ]{ui}; Quando: xi = 1
0; Quando: xi = xmin
(2.33)
A equação anterior indica que os números de sensibilidade de elementos sólidos e vazios
são iguais à energia de deformação elementar e zero respectivamente. Isso é consistente com os
números de sensibilidade do método BESO na abordagem hard kill introduzido na seção anterior.
Segundo o esquema de interpolação de material representada na equação 2.23, a rigidez [K] de
elementos vazios também são iguais a zero quando p tende ao infinito. Por estas razões, quando
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p tende ao infinito, os elementos vazios são equivalentes à retirada dos elementos na malha no
domínio do projeto como na abordagem hard kill. Portanto, pode-se concluir que a abordagem
hard kill é um caso especial de soft kill em que o expoente p tende ao infinito.
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Figura 2.19: Histórico da evolução da função objetivo para viga engastada livre com fator de pena-
lidade p = 2.
A Figura 2.19 mostra o histórico da evolução da flexibilidade média (função objetivo), a
fração de volume e a topologia do algoritmo BESO Soft kill com um fator de penalidade p = 2.
Pode-se observar que a função objetivo atinge um valor quase constante a partir da iteração 53 para
convergir na iteração 62 com um valor da função objetivo de 1,862 Nmm e a topologia final foi
mostrada na Figura 2.17.
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3 Otimização Topológica de estruturas sujeitas a carregamentos
termo-mecânicos
A maioria dos artigos e trabalhos apresentados em otimização estrutural topológica são de-
dicados a problemas elásticos ou campo térmicos desacoplados (Sigmund (2001a); Xie e Steven
(1993); Huang e Xie (2008); Li et al. (2004), entre outros). Ainda há poucos trabalhos que anali-
sam o efeito acoplado termo-mecânico (Chen e Kikuchi, 2001; Li et al., 2010; Neto, 2011; Zhang,
2013). Além destes autores, a aplicação do método “Level Set” em minimização da flexibilidade
média de estruturas submetidas a carregamentos termo-mecânicos uniformes em toda a estrutura
foi apresentada por Xia e Wang (2008). Posteriormente, Li et al. (2010) mostrou a influência do
campo térmico na otimização topológica usando o método SIMP (Solid Isotropic Material with
Penalization) para maximização de rigidez, mostrando a influência dos carregamentos térmicos na
flexibilidade e, por consequência, na topologia final.
Neste capitulo é apresentado o enfoque do método BESO para maximização de rigidez ou
minimização de flexibilidade média de estruturas contínuas submetidas a carregamentos termo-
mecânicos ou forças de dilatação, causadas por uma variação de temperatura uniforme à qual a
estrutura está submetida superpostos a carregamentos mecânicos fixos. O problema de otimização
de estruturas sob carregamentos termo-mecânicos apresenta certas dificuldades devido ao compor-
tamento dependente do projeto deste tipo de carregamento. As dificuldades na otimização topo-
lógica deste tipo de estruturas são apresentadas e discutidas. Baseando-se na teoria de elementos
finitos termo-elásticos, o carregamento térmico nodal é obtido e aplicado conjuntamente uma força
mecânica no campo elástico (Li et al., 2010). Será mostrada a análise termo-mecânica usando um
acoplamento sequencial. Mostra-se também o cálculo da sensibilidade usando-se o método adjunto.
3.1 Estruturas submetidas a carregamentos dependentes do projeto
O problema de otimização estrutural topológica de estruturas que encontram-se submetidas
a carregamentos dependentes do projeto não é uma extensão direta do problema de otimização em
estruturas submetidas a carregamentos fixos. Neste tipo de problemas, o carregamento depende da
existência ou não dos elementos em que está sendo aplicado este tipo de carregamento. O con-
ceito de carregamentos dependentes do projeto refere-se essencialmente ao esquema de “não há
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material, não há força de corpo” (Gao e Zhang, 2010). Fisicamente, a direção das forças são in-
variantes enquanto a magnitude varia com a distribuição de material (por exemplo carregamentos
de peso próprio, dilatação térmica, etc.). Tal problema é pronunciado nos modelos de otimização
onde uma interpolação de material é feita, permitindo-se a existência de densidades intermediárias,
o que implica em variação nas forças aplicadas.
No capítulo anterior, o método BESO foi apresentado e sua implementação foi validada para
o problema de minimização da flexibilidade média de estruturas com carregamentos fixos. Devido
ao comportamento não-monótono dos problemas de otimização com carregamentos dependentes
do projeto, o método BESO (clássico) apresenta dificuldades para convergir (Huang e Xie, 2011).
Comparando-se o problema de minimização de flexibilidade média de estruturas sujeitas a carrega-
mentos fixos, o problema de estruturas sujeitas a carregamentos dependentes do projeto como peso
próprio, carregamentos termo-mecânicos ou qualquer tipo de carregamentos de corpo, tem sido me-
nos estudados. Este tipo de problema de otimização apresenta muitas dificuldades numéricas, além
do comportamento não monótono da função objetiva. Menciona-se na literatura problemas com as
variáveis de projeto muito baixas quando se utilizada o esquema de interpolação de material SIMP,
(Bruyneel e Duysinx, 2005), a questão da modelagem das cargas para densidades intermediarias e
o problema de ponderação dos termos da funções objetivos do problema.
Yang et al. (2005) realizou um dos primeiros estudos em métodos evolucionários ESO e
BESO de estruturas com carregamentos dependentes do projeto, apresentando uma modificação do
análise de sensibilidades devido à variação no vetor global de carregamentos. A variação do vetor
de carregamentos global é calculado ao nível elementar, demonstrando versatilidade dos métodos
ESO e BESO para problemas de maximização de rigidez de estruturas considerando carregamen-
tos transmissíveis, carregamentos de superfície e principalmente carregamentos de peso próprio.
Ansola et al. (2006) aprofundou estudos sobre o método ESO em estruturas com peso próprio e
carregamentos fixos, mostrando uma extensão do método ESO para maximização de rigidez. Estes
autores apresentaram um cálculo de sensibilidades com um termo adicional derivado da ação dos
carregamentos de peso próprio na estrutura a ser otimizada. Uma dificuldade óbvia do método ESO
é que uma vez que um elemento é retirado erroneamente, não pode ser recuperado. Por este motivo,
nesse trabalho modifica-se o cálculo de sensibilidades de tal forma que o termo adicional devido
ao carregamento dependente do projeto seja proporcional à fração de volume final. Com esta adap-
tação e modificação do indicador de rejeição ou número de sensibilidade elementar, a estabilidade
e regularidade do processo evolucionário de otimização é melhorada.
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Todos esses autores tem apresentado aportes importantes na otimização topológica de estrutu-
ras considerando carregamentos dependentes do projeto. Neste capítulo ilustra-se um procedimento
estendido do método BESO, no qual o cálculo dos números de sensibilidades é desenvolvido utili-
zando um esquema de interpolação de material alternativo que supera as dificuldades apresentadas
usando o esquema de interpolação SIMP nos problemas de estruturas com carregamentos depen-
dentes do projeto (Huang e Xie, 2010).
3.1.1 Análise de sensibilidade
Da mesma forma que na seção 2.3, considera-se a variável de projeto contínua entre 0 e 1 para
proceder com o cálculo de sensibilidades. Sendo a flexibilidade média da estrutura (C) a função
objetivo a ser minimizada é dada por:
Minimizar: C = 1
2
{f}T{u}
Sujeito a: V ∗ −∑neli=1 vixi = 0
xi = xmin ∨ xi = 1
(3.1)
em que o vetor de carregamentos {f} depende da variável de projeto. Usando o método adjunto
clássico para obter as sensibilidades obtém-se a expressão da equação 2.26. Neste caso o termo d{f}
dxi
não é nulo devido aos carregamentos dependentes do projeto. O primeiro termo da equação 2.26
denota a variação do vetor de carregamentos com respeito à variável de projeto, {xi}, e o último
termo é igual a zero devido à equação de equilíbrio. A equação 2.26 pode ser reescrita da seguinte
maneira:
dC
dxi
=
1
2
d{fT}
dxi
({u}+ 2λ) +
(
1
2
{fT} − {λT}[K]
)
d{u}
dxi
− {λT}d[K]
dxi
{u} (3.2)
Para eliminar o termo desconhecido d{u}dxi da expressão de sensibilidade, considera-se {λ} =
1
2
{u}. Deste modo, a sensibilidade da função objetivo é dada por:
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dC
dxi
=
d{f}T
dxi
{u} − 1
2
{u}T d[K]
dxi
{u} (3.3)
Pode-se observar que a sensibilidade da função objetivo assume valores positivos ou nega-
tivos, em função do valor da variável de projeto. Portanto, a função objetivo pode apresentar um
comportamento não monotônico em alguns casos.
3.1.2 Modelo de interpolação de material
Quando é usada a equação 2.23 no esquema de interpolação de material SIMP, a proporção
entre o primeiro e o segundo termo da equação 3.3 tende ao infinito nas regiões com variáveis de
projeto muito baixas. Por esse motivo, tem se demonstrado que é difícil propor um esquema de
projeto 0/1, ou Sólido-Vazio, quando o modelo ou esquema de interpolação de material SIMP é
usado (Bruyneel e Duysinx, 2005).
Stolpe e Svanberg (2001) propuseram um modelo alternativo de interpolação de material co-
nhecido como modelo RAMP (Rational Approximation of Material Properties). Uma característica
importante e desejável do modelo RAMP é que, ao contrário do modelo SIMP, nas regiões com va-
riáveis de projeto muito baixas, apresenta-se sensibilidades não nulas. Como resultado, demonstra-
se que o modelo RAMP de interpolação de material ameniza as dificuldades numéricas dos casos
de otimização com carregamentos dependentes do projeto (Deaton e Grandhi, 2014).
Segundo o modelo RAMP, a aproximação dada para o módulo de elasticidade do material de
um projeto sólido-vazio é:
Ei =φ(xi)E
1
Sendo: φ(xi) =
xi
1 + q(1− xi)
(3.4)
em que E1 denota o módulo de elasticidade do material sólido, q é o fator ou exponente de penali-
dade que é maior que 0 para problemas de otimização topológica e φ(xi) é a função interpoladora
do modelo RAMP. A Figura 3.1 mostra a comparação do modelo SIMP com o modelo RAMP para
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vários valores de fatores penalizadores, p no modelo SIMP e q no modelo RAMP.
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Figura 3.1: Comparação entre os esquemas de interpolação de material SIMP (a) e o modelo de
interpolação (RAMP) (b) para vários valores de fator penalizador.
Observa-se na Figura 3.1(b), que no modelo RAMP a função de interpolação não atinge
valores nulos para valores pequenos de xi. Tal fato ajuda a evitar os problemas de precisão numérica
no cálculo da equação 3.3.
3.2 Análise termo-mecânica
Na análise termo-mecânica, os carregamentos {ft} devido à expansão térmica ou dilatação
das estruturas devido a um campo de temperaturas uniforme, e a distorção térmica devido aos
carregamentos térmicos variáveis (Wang, 1997), como ilustrado na Figura 3.2, são estudados.
Nota-se que o carregamento que gera uma expansão térmica é dependente do projeto. Estes
carregamentos termo-mecânicos nos elementos são ilustrados na Figura 3.3. Considera-se que a
placa quadrada da Figura 3.2 está submetida a uma variação de temperatura ∆T , o comprimento
inicial do domínio é L0 e o comprimento final, após a dilatação térmica, é denominado como Lf .
Após a dilatação da placa quadrada, desprezando o efeito de cisalhamento, a expansão térmica nas
duas coordenadas é a mesma. Considerando o coeficiente de expansão térmica αT isotrópico, a
variação no comprimento é: ∆L = Lf − L0 = L0αT∆T . A distorção térmica, devido à expansão
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Figura 3.2: Dilatação térmica superficial e forças de dilatação numa placa quadrada.
térmica, é denominada como deformação inicial e pode ser expresso por:
{ε0} = αT∆T[ 1 1 0 ]T (3.5)
sendo {ε0} o termo de deformações iniciais para o caso de elasticidade plana. Para a otimização
estrutural, uma discretização do domínio do projeto é necessária a fim de realizar a análise de
elementos finitos, como mostrado na Figura 3.3. Considerando a definição de deformação inicial
causada pela expansão térmica, a energia de deformação elementar pode ser expressa por:
Ui =
1
2
x
Ωe
({ε}T − {ε0}T) [D] ({ε} − {ε0}T)hdxdy (3.6)
Aproximando o campo de deslocamentos por uma discretização de elementos finitos:
Ui =
1
2
{ui}T
(x
Ωe
[B]T[D][B]hdxdy
)
{ui}−
{ui}T
x
Ωe
[B]T[D]{ε0}dxdy + 1
2
x
Ωe
{ε0}T[D]{ε0}dxdy
(3.7)
em que {ε} é a deformação total, h é a espessura da chapa, Ωe é o domínio de um elemento,
{ui} são os deslocamentos nodais elementares, [B] é a matriz de deformação, e [D] é a matriz de
elasticidade (para problemas de estado plano de tensões). Para encontrar a condição de equilíbrio
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minimiza-se a energia de deformação total com respeito aos deslocamentos, em consequência, o
último termo da equação 3.7 não é considerado, pois este não depende dos deslocamentos nodais
{u} elementares e não varia com a variação da topologia da estrutura. A energia de deformação
total das estruturas consideradas neste trabalho pode ser expressa por:
∏
p =
nel
A
i=1
{
1
2
{ui}T
x
Ωe
[B]T[D][B]hdxdy{ui}
−{ui}T({fvi}+ {fsi}+ {fmi})− {ui}T
x
Ωe
[B]T[D]{ε0}hdxdy
} (3.8)
em que {fvi} são as forças de volume e {fsi} são as forças de superfície, {fmi} é o vetor de
carregamentos concentrados nodais e nel é o número de elementos da malha. Baseado no princípio
de mínima energia potencial, derivando
∏
p com respeito ao deslocamento nodal {ui}, tem-se:
δ
∏
p =
∂
∏ p
i
∂{ui}δ{ui} = 0 (3.9)
Tomando em consideração a simetria do termo [B]T[D][B] e aplicando a equação 3.9 ao
termo da equação 3.8, pode-se escrever a equação de elementos finitos como sendo:
[K]{u} = {fm}+
x
Ω
[B]T[D]{ε0}hdxdy (3.10)
sendo [K] a matriz de rigidez global, {fm} é o vetor de carregamentos mecânicos fixos e {u} é
o vetor de deslocamentos. O último termo da equação 3.10 é um vetor de carregamentos termo-
mecânicos que ao nível elementar é dado por:
{fhi} =
x
Ωe
[B]T[D]{ε0}hdxdy (3.11)
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onde a matriz de deformação [B] e a matriz de elasticidade [D], são definidas em função de E que
é o módulo de elasticidade do material, µ é o coeficiente de Poisson e Ni são as funções de forma
do elemento quadrilateral, que permitem definir as seguintes equações:
[B] =

∂Ni/∂x 0
0 ∂Ni/∂y
∂Ni/∂y
∂Ni/∂x
 , [D] = E1− µ2
 1 µ 0µ 1 0
0 0 (1− µ)/2
 (3.12)
Logo, substituindo a equação 3.12 na equação 3.11, obtemos o vetor elementar de carrega-
mentos nodais que é expresso por:
{fhi} =
x
Ω
[B]T[D]αT∆T[ 1 1 0 ]
T
hdxdy (3.13)
T ft ft
ft
ft
ftft
ft
ft
Figura 3.3: Discretização para análise de elementos finitos e carregamentos de dilatação para um
elemento quadrilateral.
Assim, o problema global de análise pode ser escrito da seguinte maneira:
[K]{u} = {fm}+ {fh} (3.14)
Na próxima seção, analisa-se um exemplo prático para validar a equação anterior, que aco-
pla o efeito de dilatação com o campo elástico através do vetor de forças nodais {fh}. Assim, a
deformação causada pelo efeito de dilatação estará sendo levada em conta.
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3.2.1 Validação de carregamentos térmicos
Considera-se o problema de uma placa quadrada de lado 50m, Figura 3.4, com um coeficiente
de dilatação térmica α = 3× 10−6/◦C, submetido a uma variação de temperatura ∆T = 100◦C. A
variação de área (∆A) devido à variação de temperatura é dada por:
∆A = (L+ αTL∆T )(L+ αTL∆T )− A0 = 2αTA0∆T + α2TA0∆T 2 (3.15)
em queL é o valor do lado da placa quadrada,A0 é a área inicial da placa quadrada, ∆A é a variação
na área ou expansão térmica na placa quadrada, ∆T é a variação de temperatura uniforme na placa e
αT é o coeficiente de dilatação térmica linear. Substituindo os valores na equação anterior, obtém-se
que a variação de área (∆A) é igual a 1,500225 m2.
A0
∆A
 42,2 mm 
 4
2
 m
m
 
50m
5
0
m
(a) (b)
Figura 3.4: Campo de deslocamentos de uma placa quadrada submetida a variação de temperatura
(∆T = 100◦C): a) Esquema da placa submetida a variação de temperatura; b) Escala de cores de
deslocamentos totais e dilatação obtida pelo método dos elementos finitos aplicando as forças de
corpo calculadas pela equação 3.13 numa malha de 200×200 elementos quadrilaterais retangulares.
A Figura 3.4b mostra a placa na posição deformada, obtida aplicando-se uma análise de
elementos finitos. Uma escala de 500:1 foi usada nos deslocamentos nodais para mostrar mais
claramente a posição da placa deformada. Após a análise de elementos finitos da placa submetida
a carregamentos térmicos (equação 3.13), obtém-se as coordenadas dos nós A e B como sendo
(50,015;0) e (50,015;50,015) respectivamente, sendo a variação de área de 1,500225 m2. O valor
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analítico obtido com a equação 3.15 é idêntico ao obtido com o Método de Elementos Finitos. Este
resultado indica que a força de corpo {fhi} permite representar o efeito de dilatação térmica. Para
casos onde o campo de deslocamento tem um comportamento mais complexo, faz-se necessário
um refinamento maior da malha.
3.3 Método BESO considerando carregamentos termo-mecânicos
O método BESO, apresentado por Huang e Xie (2007) pode ser usado para minimizar a fle-
xibilidade média de estruturas submetidas a carregamentos termo-mecânicos e mecânicos fixos.
Os carregamentos termo-mecânicos, como explicado anteriormente, são carregamentos dependen-
tes do projeto. Para realizar a análise dos campos térmico e mecânico, é necessário a análise de
elementos finitos que considera efeito do acoplamento termo-elástico.
Existem dois métodos para análise de sistemas termo-elásticos: O método acoplado sequen-
cial e o método acoplado direto. No método de acoplamento direto, o sistema é acoplado nos dois
sentidos, isto é a variação de temperatura gera uma deformação mecânica, e uma deformação me-
cânica gera uma variação de temperatura. Este modelo é geralmente não linear e não será tratado no
escopo deste trabalho. No método acoplado sequencial, um campo físico é analisado depois que ou-
tro campo tenha sido analisado. O efeito resultante do campo físico anterior no campo subsequente
é a força externa ou condição de contorno aplicada no campo subsequente. Neste caso tem-se um
acoplamento fraco. O método acoplado sequencial foi escolhido neste trabalho para resolver pro-
blemas termo-estruturais. Primeiro, a distribuição de temperaturas é obtida considerando o efeito
do campo térmico. Segundo, as temperaturas dos nós obtidas da análise térmica são tratadas como
forças de corpo aplicadas no modelo elástico. Finalmente, os deslocamentos são causados pelos
efeitos dos campos térmicos e elásticos. Portanto, baseado na equação 3.10, a equação global de
equilíbrio é dada por:
[K]{u} = {f} = {fm}+ {fh} (3.16)
em que [K] é a matriz global de rigidez, {u} é o vetor de deslocamentos global, {fm} é o vetor
global de carregamentos mecânicos, {fh} é o vetor global de carregamentos térmicos. Da equação
3.16, o vetor global de deslocamentos pode ser obtido, resolvendo-se o sistema linear.
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O problema de minimização da otimização topológica para minimização da flexibilidade
média pode ser definido por:
Minimizar: C = 1
2
{f}T{u}
Sujeito a: [K]{u} = {fm}+ {fm}
V ∗ −∑neli=1 vixi = 0
xi = 0 ∨ xi = 1
(3.17)
em que {f} e {u} são os vetores de carga aplicada total global e de deslocamentos nodais, C é a
flexibilidade média da estrutura, vi é o volume individual do i-ésimo elemento e V ∗ é o volume
final prescrito da estrutura. A variável de projeto xi é uma variável binaria que declara a presença
(1) ou a ausência (0) de um elemento.
3.3.1 Análise de sensibilidade
Para o análise de sensibilidades, os métodos direto e adjunto (Kollmann, 2010) podem ser
usados. Neste trabalho foi usado o método direto. Derivando-se a expressão da equação 3.17,
obtém-se:
dC
dxi
=
1
2
{f}T d{u}
dxi
+
1
2
d{f}T
dxi
{u}
=
1
2
{f}T d{u}
dxi
+
1
2
d({fm}+ {fh})T
dxi
{u}
=
1
2
{u}T[K]d{u}
dxi
+
1
2
d{fh}T
dxi
{u}
(3.18)
A derivada de {fm} é zero porque as forças mecânicas concentradas são consideradas inva-
riantes neste trabalho. Derivando-se a equação 3.16, obtém-se:
[K]
d{u}
dxi
=
d{fh}
dxi
− d[K]
dxi
{u} (3.19)
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Substituindo a equação 3.19 na equação 3.18, pode se escrever:
dC
dxi
=
1
2
{u}T d{fh}
dxi
+
1
2
d{fhT}
dxi
{u} − 1
2
{u}T d[K]
dxi
{u}
= {u}T d{fh}
dxi
− 1
2
{u}T d[K]
dxi
{u}
(3.20)
É importante ressaltar que a expressão obtida na equação anterior, é muito similar à mostrada
na equação 3.3, na qual a sensibilidade da função objetivo tem um comportamento não-monotônico,
podendo ser positiva ou negativa (Bruyneel e Duysinx, 2005). A interpolação do material será
realizada usando o modelo RAMP para mitigar os problemas de oscilação da função objetivo.
3.3.1.1 Modelo de interpolação de material
Como já foi explicado anteriormente, é difícil obter um projeto 0/1 usando o modelo de
interpolação SIMP para problemas com carregamentos dependentes do projeto. Por isso, um mo-
delo alternativo de interpolação apresentado por Stolpe e Svanberg (2001) foi considerado. Usando
este modelo de interpolação e levando em conta as aproximações das propriedades dos problemas
termo-mecânicos feitas nos trabalhos de Li et al. (2010) e Zhang (2013), pode-se calcular o coefici-
ente de dilatação, o módulo de elasticidade, a matriz de rigidez elementar, a matriz de elasticidade
e a função interpoladora φ(xi), da seguinte maneira:
αT = φ(xi)α
1
T
Ei = φ(xi)E
1
[Ki] = φ(xi)[K
1
i ]
[D] = φ(xi)[D
1]
 φ(xi) =
xi
1 + q(1− xi) ; (3.21)
onde E1, [D1], [K1] e α1T denotam o módulo de elasticidade, a matriz de elasticidade, a matriz
elementar de rigidez e o coeficiente de dilatação térmica para elementos sólidos, q é o fator penali-
zador que é maior que 0 para o problema de otimização topológica. Substituindo as equações 3.13
e 3.21 na equação 3.17, obtêm-se:
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{fh} =
n∑
i=1
φ(xi)
2{fh1i }; {fh1i } =
x
Ω
[B]T[D]1α1T∆T [ 1 1 0 ]
T
hdxdy (3.22)
em que {fh1i } é o vetor de carregamentos térmicos nodais equivalentes quando o elemento é sólido.
Logo, derivando-se {fh} com respecto à xi:
d{fh}
dxi
= 2φ(xi)
dφ(xi)
dxi
{fh1i } (3.23)
Retornando à equação 3.20, a derivada da função objetivo pode ser expressa por:
dC
dxi
= {ui}T
[
2φ(xi)
dφ(xi)
dxi
{fh1i }
]
− 1
2
{ui}T dφ(xi)dxi [Ki]{ui}
= 2{ui}Tφ(xi)dφ(xi)dxi {fh
1
i } −
1
2
dφ(xi)
dxi
{ui}T [Ki]{ui}
(3.24)
Obtendo a derivada da função de interpolação de material φ(x), da equação 3.21, chega-se a:
dφ(xi)
dxi
=
d
dxi
[xi(1 + q(1− xi))−1] = 1 + q
(1 + q(1− xi))2
(3.25)
Retornando à equação 3.24, o número de sensibilidade da energia de deformação pode ser
escrito da seguinte maneira:
dC
dxi
= 2{ui}T xi
(1 + q(1− xi))
[
1 + q
(1 + q(1− xi))2
]
{fh1i }
− 1
2
[
1 + q
(1 + q(1− xi))2
]
{ui}T[Ki]{ui}
(3.26)
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dC
dxi
=2{ui}T xi(1 + q)
(1 + q(1− xi))3
{fh1i } −
1
2
[
1 + q
(1 + q(1− xi))2
]
{ui}T[Ki]{ui}
=
[
1 + q
(1 + q(1− xi))2
](
xi(2{ui}T{fh1i })
(1 + q(1− xi)) −
1
2
{ui}T[Ki]{ui}
) (3.27)
Quando o fator penalizador q escolhido é suficientemente grande, o comportamento não mo-
notônico da função objetivo tende a desaparecer e o modelo de interpolação de material aproxima-
se a uma abordagem 0/1. Assim, o valor de xi aproxima-se a uma variável discreta onde os elemen-
tos são totalmente eliminados, portanto, trata-se de um problema BESO na abordagem hard kill. A
expressão para calcular os números de sensibilidades para elementos sólidos e vazios é dada por:
αi =
−2
(1 + q)
(
dC
dxi
)
(3.28)
Ou seja:
αi =
{ {ui}T[Ki]{ui} − 4{ui}T{fh1i } xi = 1(
{ui}T[Ki]{ui} − 4xmin1+q(1−xmin){ui}T{fh1i }
) [
1
(1+q(1−xmin))2
]
xi = xmin
(3.29)
Esta expressão corresponde àquela usada na versão soft kill do método BESO, seção 2.3. Da
equação 3.21, quando um fator penalizador alto é usado, o módulo de elasticidade resultante para
os elementos vazios aproxima-se a zero. Nesse caso, pode se considerar que os elementos vazios
são totalmente excluídos da estrutura e o problema de otimização converte-se em um problema
BESO na abordagem hard kill. Fazendo q →∞, e o substituindo na equação 3.29, o número de
sensibilidade do problema de otimização hard kill resulta em:
αi =
{
{ui}T [Ki]{ui} − 4{ui}T{fh1i };
0
xi = 1
xi = xmin ≈ 0
(3.30)
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sendo xmin = 0.001 foi considerado neste trabalho para evitar a remontagem das matrizes globais
do sistema. É importante destacar que o comportamento não monotônico é reduzido consideravel-
mente quando a equação 3.30 é usada. Huang e Xie (2010) apresentam uma análise detalhada deste
problema para o caso de carregamentos de peso próprio.
3.3.2 Validação do programa implementado
Nesta seção, alguns exemplos propostos por Li et al. (2010), que usou o método SIMP, são
resolvidos pelo algoritmo aqui implementado. As topologias obtidas apresentam similitudes e tam-
bém algumas diferenças devido basicamente à escolha de parâmetros não especificados no trabalho
de Li et al. (2010) e devido ao fato de que os métodos de otimização topológica usados são dife-
rentes. Todavia, as diferenças encontradas são relativamente pequenas.
3.3.3 Problema de flexão - Exemplo 1
No exemplo 1.a e 1.b, uma estrutura retangular de dimensões 8 mm×3 mm é submetida a
uma variação uniforme de temperaturas (∆T = 100◦C). O domínio do projeto e as condições de
contorno estão ilustradas na Figura 3.5. Este exemplo foi primeiramente estudado e apresentado
por Li et al. (2010). As propriedades assumidas do material são: Módulo de elasticidade, E = 210
GPa, coeficiente de Poisson ν = 0, 3 e coeficiente térmico de dilatação αT = 3× 10−6/◦C. Foram
usadas malhas de 80 × 30 elementos quadrilaterais lineares em estado plano de tensões para a
análise de elementos finitos. Os parâmetros de otimização BESO considerados são mostrados na
Tabela 3.1.
Tabela 3.1: Parâmetros do método de otimização para o exemplo 1.
Variável Descrição Valor
Vf Fração de volume final 0,4
ER Razão de evolução 1%
ARmáx Máxima razão de admissão 2%
rmin Raio do filtro 0,25 mm(1a) e 0,3 mm(1b)
τ Tolerância da convergência 0,1%
N Parâmetro da convergência 5
57
 88,4 mm 
 4
4
,3
 m
m
 
8m
 3
m
m
F
(a) Exemplo 1.a
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(b) Exemplo 1.b
Figura 3.5: Domínio do projeto e condições de contorno para o exemplo 1.
A topologia obtida considerando um ∆T constante é mostrada nas Figuras 3.6 e 3.7. A oti-
mização topológica é executada usando os números de sensibilidades obtidos pela equação 3.30.
3.3.3.1 Exemplo 1.a
(a) (b)
(c) (d)
Figura 3.6: Comparação dos resultados do exemplo 1.a obtidos por Li et al. (2010) (primeira fila -
(a) e (b)) com as topologias obtidas usando o método BESO (segunda fila - (c) e (d)).
As Figuras 3.6a e 3.6b mostram a comparação de resultados obtidos por Li et al. (2010) para
o exemplo 1.a sem considerar os efeitos térmicos, Figura 3.6a, e considerando uma variação de
temperatura constante de ∆T = 100◦C, Figura 3.6b, respectivamente. Os resultados obtidos neste
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trabalho usando o método BESO são mostrados nas Figuras 3.6c e 3.6d. Observa-se que os resul-
tados obtidos neste exemplo são semelhantes com os obtidos por Li et al. (2010), mostrando que
o problema de otimização estrutural considerando um carregamento térmico resulta em diferentes
topologias. Isso permite afirmar que pode ser encontrada uma estrutura otimizada com o mesmo vo-
lume e mais rígida que suporta os mesmos carregamentos elásticos quando o problema encontra-se
sob certas condições térmicas predefinidas.
A flexibilidade média obtida para a estrutura da Figura 3.6c considerando o efeito térmico foi
C = 55, 5975 Nmm. A flexibilidade média da estrutura da Figura 3.6d submetida as mesmas cargas
térmicas foi C = 53, 1411 Nmm. Pode se concluir que a segunda estrutura apresenta uma flexibili-
dade média menor, portanto, a estrutura otimizada da Figura 3.6d é mais rígida que a estrutura da
Figura 3.6c para estas solicitações.
3.3.3.2 Exemplo 1.b
(a) (b)
(c) (d)
Figura 3.7: Comparação dos resultados do exemplo 1.b obtidos por Li et al. (2010) (primeira fila)
com as topologias obtidas usando o método BESO (segunda fila).
No caso 1.b da Figura 3.5, a estrutura retangular é engastada nos extremos esquerdo e direito
e solicitada por três carregamentos pontuais no lado inferior como mostrado na Figura 3.5b. Os car-
regamentos aplicados no exemplo são: F1=1000 N e F2 = F1/2. As Figuras 3.7a e 3.7b mostram
a comparação de resultados obtidos por Li et al. (2010) para estrutura otimizada sem os efeitos
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térmicos e considerando uma variação de temperatura ∆T = 100◦C respectivamente. Os resulta-
dos obtidos neste trabalho usando o método BESO são mostrados nas Figuras 3.7c e 3.7d, para
condições similares.
Observa-se que a topologia obtida nas Figura 3.7d apresenta algumas diferenças com a to-
pologia obtida por Li et al. (2010), mostrada na Figura 3.7b. Tais diferenças podem ser oriundas
da discrepância de dados que não foram apresentados no trabalho de Li et al. (2010). Além disso,
as diferenças podem vir do fato dos métodos usados serem distintos. As soluções obtidas por Li
et al. (2010) apresentam escalas de cinza nas topologias, fazendo com que a interface entre material
sólido e material vazio seja muito mais clara no método BESO usado neste trabalho.
3.3.4 Estrutura cantilever sujeita a diferentes temperaturas - Exemplo 2
Este exemplo foi apresentado também por Li et al. (2010), uma estrutura retangular de 6
mm×3 mm é considerada. As condições de contorno são mostradas na Figura 3.8. A estrutura foi
submetida a duas condições de temperaturas, ∆T = 100◦C como mostrado nas Figuras 3.9b e 3.9e,
e ∆T = 200◦C como mostrado nas Figuras 3.9c e 3.9f. As propriedades do material usadas são:
Módulo de elasticidade E = 210 GPa, o coeficiente de Poisson ν = 0, 3 e coeficiente de dilatação
térmica αT = 3× 10−6/◦C. Uma malha de 80 × 40 elementos quadrilaterais lineares em estado
plano de tensão é usada na análise de elementos finitos. O carregamento aplicado é F = 1000 N.
Os parâmetros de otimização do algoritmo BESO são mostrados na Tabela 3.2.
 81,5 mm 
 4
4
,3
 m
m
 
                                                  6m
3
m
m
F
Figura 3.8: Domínio do projeto e condições de contorno para o exemplo 2.
As Figuras 3.9a e 3.9b, 3.9c mostram a comparação de resultados obtidos por Li et al.
(2010) para estrutura otimizada sem efeito térmico e considerando as variações de temperatura
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Tabela 3.2: Parâmetros do método de otimização para o exemplo 1.
Variável Descrição Valor
Vf Fração de volume final 0,4
ER Razão de evolução 1%
ARmáx Máxima razão de admissão 2%
rmin Raio do filtro 0,19 mm
τ Tolerância da convergência 0,1%
N Parâmetro da convergência 5
∆T = 100◦C e ∆T = 200◦C respectivamente. Os resultados obtidos neste trabalho usando o mé-
todo BESO são mostrados nas Figuras 3.9d, 3.9e e 3.9f, para as mesmas condições.
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Figura 3.9: Comparação de resultados (exemplo 2) obtidos por Li et al. (2010) e as topologias
obtidas usando o método BESO: a) e d) Sem efeito térmico; b) e e) Para ∆T = 100◦C e c) e f) Para
∆T = 200◦C.
Também neste caso, obteve-se globalmente topologias próximas àquelas publicadas por Li
et al. (2010). Algumas diferenças foram notadas, principalmente para valores maiores de ∆T .
Observa-se também, que a variação da temperatura influi consideravelmente na topologia obtida,
mostrando a importância de se considerar este efeito.
Tendo em vista a boa correlação entre os resultados obtidos usando o método BESO termo-
mecânico com àqueles obtidos com o método SIMP, pode-se afirmar que a metodologia aqui pro-
posta foi validada. No próximo capítulo, um critério de projeto multiobjetivo será introduzido,
considerando-se o problema de transferência de calor associado.
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4 Otimização Topológica Bi-objetivo Termo-Mecânica
Neste capítulo apresenta-se o problema de otimização bi-objetivo termo-mecânica, no qual o
objetivo será obter uma estrutura mais rígida e com uma distribuição de temperaturas minimizada
globalmente para uma quantidade de material disponível restrito. Isto é, as funções objetivo de
flexibilidade média e de capacidade térmica serão consideradas simultaneamente.
Nos capítulos anteriores a otimização evolucionária de estruturas usando um critério de rigi-
dez foi ilustrado. As aplicações para estruturas com carregamentos fixos e carregamentos termo-
mecânicos dependentes do projeto foram estudadas. Para esta finalidade, a variável de projeto foi
considerada como contínua usando uma interpolação de material do tipo RAMP e o problema de
otimização foi aproximado a um esquema sólido-vazio em que os elementos são removidos ou
adicionados na estrutura em função da análise de sensibilidades realizada.
O objetivo deste capítulo é apresentar a otimização topológica do problema de condução
de calor e acopla-la com a otimização considerando o critério de rigidez ou de minimização de
flexibilidade média da estrutura. Uma otimização topológica bi-objetiva em que as funções objetivo
a ser minimizadas serão a capacidade térmica (CT ) e a flexibilidade média (C) da estrutura foi
proposta e implementada.
A validação do procedimento apresentado neste capítulo será feita mostrando exemplos nu-
méricos que acoplam as análises térmicas e mecânicas de elementos finitos, assim como o problema
de otimização topológica bi-objetivo termo-mecânico.
4.1 Otimização topológica do problema de condução de calor
As concentrações de altas temperaturas numa estrutura afeta a distribuição das tensões me-
cânicas geradas e as altas deformações de dilatação. Além disso, podem gerar variações nas pro-
priedades do material quando os gradientes de temperatura são elevados. Por esta razão é relevante
buscar topologias que reduzam este tipo de problema, fazendo com que a distribuição de temperatu-
ras seja mais homogênea. Também é importante que as seções com maior e menor temperaturas da
estrutura difiram o menos possível, evitando dessa maneira o problema de concentração de tensões
térmicas e grandes deformações por dilatação localizadas.
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Alguns trabalhos usando métodos evolucionários foram apresentados anteriormente, focando
seus estudos na otimização do problema de condução de calor. Li et al. (1999a) estudaram o mé-
todo ESO para otimização de forma e de topologia do problema de condução de calor removendo
gradualmente parte de material que não contribui efetivamente à funcionalidade da transferência de
calor do domínio do projeto. Posteriormente, Li et al. (2004) aprofundaram o estudo da otimização
topológica do problema de condução de calor, propondo um procedimento estendido do método
ESO que tem como finalidade reduzir a temperatura em certas regiões da estrutura. Gao et al.
(2008) apresentaram um procedimento modificado do método BESO para otimização topológica
de problema de condução de calor, que supera as dificuldades que existem quando trabalha-se com
carregamentos térmicos dependentes do projeto, apresentando resultados favoráveis e eficientes
nestes casos.
Nesta seção a otimização topológica do problema de condução de calor usando o método
BESO é apresentada. A função objetiva a ser minimizada é a capacidade térmica global da estrutura
ou CT , obtendo-se assim uma estrutura com distribuição de condutividade térmica ([k]) que produz
o mínimo calor quando a quantidade de material de alta condutividade térmica (elementos sólidos)
é restrita (Gersborg-Hansen et al., 2006). Em outras palavras, a distribuição de temperaturas será
minimizada globalmente. Para o problema básico de condução de calor, a equação de equilíbrio de
elementos finitos de condução térmica corresponde a (Reddy e Gartling, 2010):
[k]{T} = {P} (4.1)
em que {P} é o vetor de carregamentos térmicos, {T} é o vetor de temperaturas nodais e [k] é a
matriz simétrica de condutividade térmica. Analogamente ao caso de otimização topológica para
o critério de rigidez, a variável de projeto é definida pela variável binária de estado do elemento
que indica a presença (1) ou ausência (0) do elemento. Neste caso de otimização topológica, a
capacidade térmica da estrutura (CT) é usada como a função objetivo a ser minimizada (Gao et al.,
2008), de tal forma que:
CT = {P}T{T} (4.2)
Consequentemente o problema de otimização topológica pode ser representado como:
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Minimizar: CT = 12{P}T{T}
Sujeito a: V ∗ −∑neli=1 vixi = 0
xi = 0 ∨ xi = 1
(4.3)
onde xi é a variável binária de projeto, que determina a ausência (0) ou presença (1) do elemento
i. vi é o volume do elemento i, V ∗ é o volume final da estrutura. Na presente implementação, foi
usado um valor xi = xmin pequeno, evitando a remontagem do sistema (4.1) em cada iteração.
4.1.1 Análise de sensibilidades do problema de capacidade térmica
A sensibilidade da função de capacidade térmica é calculada da seguinte forma:
∂CT
∂xi
=
(
∂{P}
∂xi
)T
{T}+ {P}T∂{T}
∂xi
(4.4)
Derivando a equação de equilíbrio, equação 4.1, obtém-se:
∂[k]
∂xi
{T}+ [k]∂{T}
∂xi
=
(
∂{P}
∂xi
)
Logo:
∂{T}
∂xi
= [k]−1
(
∂{P}
∂xi
)
− [k]−1∂[k]
∂xi
{T}
(4.5)
Substituindo a equação 4.5 na equação 4.4, obtêm-se a equação de sensibilidade para o pro-
blema de condução de calor
∂CT
∂xi
= 2
(
∂{P}
∂xi
)T
{T} − {T}T∂[k]
∂xi
{T} (4.6)
Após aplicar uma discretização para a análise de elementos finitos, o número de sensibilidade
em cada elemento é expresso por:
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∂CT
∂xi
= 2
(
∂{Pi}
∂xi
)T
{Ti} − {Ti}T[ki]{Ti} (4.7)
onde {Pi} denota o vetor elementar de carregamentos térmicos dependentes do projeto. A propor-
ção de geração de calor dependente do projeto Qi (unidades:W/kg) gera um tipo de forças de corpo
ou carregamentos dependentes do projeto. O vetor de carregamentos nodais devido ao termo de
geração de calor pode ser obtido usando as funções de forma da seguinte maneira:
{Pi} =
∫
Ωe
ρQiNidΩe (4.8)
em que {Ni} é o vetor de funções de forma de cada elemento e ρ é a densidade do material sólido.
Neste trabalho, a ênfase é dada no estudo do problema de condução de calor com carregamentos
térmicos independentes do projeto. Desprezando-se portanto o termo que depende das forças de
corpo na equação 4.7. A expressão do cálculo de sensibilidades toma a seguinte forma:
αi = −∂CT
∂xi
= {Ti}T[ki]{Ti} (4.9)
Este valor não depende do carregamento, e permite utilizar a forma padrão do método BESO.
4.1.2 Modelo de interpolação de material e número de sensibilidade
Como explicado em capítulos anteriores, frequentemente o problema de otimização topoló-
gica estrutural usando o método BESO pode ser aproximado a um problema de variáveis de projeto
contínuas, usando um esquema de interpolação de material.
Nesta seção usaremos o modelo de interpolação SIMP e as variáveis de projeto variam conti-
nuamente entre 0 e 1 durante o processo de otimização. Como no método BESO assume-se valores
discretos das variáveis de projeto, 0 e 1, e o efeito de penalização é independente do expoente
no esquema do modelo SIMP, por consequência, a matriz de condutividade térmica elementar se
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assume como uma função linear da própria variável de projeto. Logo,
[ki] = xi[k
1
i ] (4.10)
onde [ki] é a matriz de condutividade térmica atual do elemento i e [k1i ] é a matriz de condutividade
térmica do elemento i quando é um elemento sólido, xi é a variável de projeto, sendo:
xi =
{
1; elemento sólido
xmin; elemento vazio
(4.11)
Para o problema de carregamento térmico independente do projeto, xmin é uma fração da
condutividade do material sólido. Para o caso de carregamentos dependentes do projeto, usa-se um
valor muito pequeno para xmin, por exemplo 10−3. Este valor é usado para evitar o mal condiciona-
mento da matriz global de condutividade térmica durante o processo de otimização em problemas
com carregamentos térmicos independentes do projeto. Logo, a equação 4.9 pode ser expressa da
seguinte maneira:
αi = {Ti}[k1i ]{Ti} (4.12)
Na sequência, serão apresentados exemplos de aplicação deste método para minimização da
capacidade térmica. Nestes exemplos, a função objetivo normalizada (CNT ) é considerada e usada
para comparar resultados e validar a metodologia proposta neste trabalho. A função objetivo nor-
malizada é definida da seguinte forma:
CNT = CT/C
0
T (4.13)
onde CT é a função objetivo da estrutura e C0T é a função objetivo da estrutura inicial com todos os
elementos sólidos.
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4.1.3 Exemplo 4.1 - Aquecimento uniforme
Considera-se uma placa quadrada de 80 mm de lado, submetida a um carregamento de corpo
uniforme e invariante em todo seu domínio e temperaturas impostas igual a zero nas quatro arestas,
como mostrado na Figura 4.1. É importante ressaltar que neste exemplo, o problema de tabuleiro
de xadrez apresentado no capítulo (2), não está presente quando se aplica o método BESO (Gao
et al., 2008) e por isso nenhum método de controle nem filtro é aplicado.
T=0
T=0
T
=
0
T
=
0
Uniformemente   
     aquecido
Figura 4.1: Domínio e condições de contorno do exemplo numérico.
Como o problema apresenta simetria horizontal e vertical conforme visto na Figura 4.1, usa-
se só um quadrante do domínio do projeto para a análise. O sistema apresenta também uma simetria
diagonal. O modo de análise deste tipo de simetrias é mostrado no Anexo (A.2). Considera-se
também um coeficiente de dilatação térmico linear igual a 3 × 10−6 [1/◦C] e os parâmetros do
método BESO usados são mostrados na Tabela 4.1.
Tabela 4.1: Parâmetros do método BESO de otimização do problema de condução no exemplo 4.1.
Variável Descrição Valor
Vf Fração de volume final 0,5
ER Razão de evolução 0,5%
ARmáx Máxima razão de admissão 0,25%
τ Tolerância da convergência 0,1%
N Parâmetro da convergência 4
O resultado da minimização da capacidade térmica CNT , considerando um volume final
V ∗ = 0.5V0, é mostrada na Figura 4.2. Comparam-se os resultados obtidos neste trabalho com
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o resultado obtido por Gao et al. (2008) que usou um procedimento BESO estendido. Os valores
obtidos da função objetivo normalizada (CNT ) divergem em 0, 11% e as suas topologias são seme-
lhantes, podendo-se afirmar que os dois resultados são soluções do problema de otimização para
este exemplo.
(a) (b) (c)
Figura 4.2: Estruturas otimizadas para o exemplo de condução de calor com carga distribuída no vo-
lume: a) Estrutura otimizada para um quadrante do domínio; b) Estrutura otimizada para o domínio
total (CNT =8,2654); c) Resultado obtido por Gao et al. (2008) (C
N
T =8,256).
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Figura 4.3: Perfis de temperaturas para o exemplo 4.1; a) Perfil de temperaturas inicial; b) Perfil de
temperaturas final e c) Perfil de temperaturas final em todos os elementos (T em ◦C).
Na Figura 4.3 mostram-se os perfis de temperatura no início e no final do processo de oti-
mização. Na Figura 4.3c mostra-se o perfil de temperaturas final incluindo-se os elementos vazios.
Observa-se que as temperaturas mais elevadas se encontram na vizinhança dos elementos vazios,
isto acontece devido a que os carregamentos são fixos ou independentes do projeto, ou seja estes
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carregamentos mantêm-se invariantes em quanto as matrizes de condutividade térmica nos elemen-
tos vazios são penalizadas segundo a equação 4.12. Usando a equação de equilíbrio, as temperaturas
destes elementos são muito altas, porém os números de sensibilidades nestes elementos são nulos.
Assim, mostrou-se que para o caso com carga térmica distribuída, é possível resolver o pro-
blema térmico, sem a adição de termos complementares, devido à dependência do projeto, sem
comprometer muito a qualidade dos resultados. Todavia em trabalhos futuros, a implementação
dos termos adicionais na sensibilidade térmica se faz necessário.
4.1.4 Exemplo 4.2 - Aquecimento pontual
Neste exemplo considera-se a mesma placa quadrada do problema anterior. Neste caso a
placa encontra-se submetida a um carregamento térmico fixo pontual no meio do domínio como
mostrado na Figura 4.4. A placa é discretizada com uma malha de 80×80 elementos quadrilaterais
lineares e o volume final de material é restrito a 50% do volume total do domínio.
T=0
T=0
T
=
0
T
=
0
P
P/4
Figura 4.4: Domínio e condições de contorno do exemplo numérico.
Da mesma forma que no exemplo 4.1, o exemplo 4.2 apresenta simetrias nos eixos horizontal
e vertical, por isso analisa-se só um quarto do domínio do projeto. Considera-se um coeficiente
de dilatação térmico linear igual a 3 × 10−6[1/◦C] e os parâmetros do método BESO usados são
mostrados na Tabela 4.1, idênticos ao caso anterior.
Na Figura 4.5 mostram-se os resultados da otimização topológica. Observa-se que o resultado
obtido neste trabalho é muito similar ao resultado obtido por Gao et al. (2008) e o valor da sua
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(a) (b) (c)
Figura 4.5: Estruturas otimizadas para o exemplo 4.2: a) Estrutura otimizada para um quarto do
domínio; b) Estrutura otimizada para o domínio total (CNT =1,1303); c) Resultado obtido por Gao
et al. (2008) (CNT =1,12).
função objetivo normalizada (CNT ) difere em 0, 91% do aqui obtido. Como explicado anteriormente,
o objetivo do problema de otimização da condução de calor ou minimização da capacidade térmica
da estrutura é obter estruturas que apresentem uma distribuição de temperaturas global minimizada,
e desta maneira, as temperaturas médias e máximas são minimizadas.
Para demonstrar esta afirmação, compara-se a estrutura otimizada obtida com o método
BESO com outras estruturas com a mesma quantidade de material ou uma quantidade de mate-
rial muito próxima, são analisados três casos:
◦ Caso 1. O problema com malha inicial com todos os elementos sólidos.
◦ Caso 2. O problema com malha inicial com uma área triangular como mostrado na Figura
4.7a, com 50.62% de elementos sólidos.
◦ Caso 3. O problema com malha inicial com um quadro como mostrado na Figura 4.8a, com
51% de elementos sólidos.
Com a finalidade de analisar o que ocorre com o campo de temperaturas deste problema,
analisam-se os três casos mencionados usando-se malhas de 64000 elementos quadrilaterais e os
parâmetros de otimização da tabela 4.1 para um quarto do domínio, devido à simetria do sistema.
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4.1.4.1 Caso 1 - Domínio inicial completo:
No caso 1, a configuração inicial, ou ponto de partida do problema de otimização, consi-
dera todos os elementos sendo sólidos. As Figuras 4.6a-b mostram o domínio inicial e a estrutura
otimizada respectivamente.
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Figura 4.6: Estrutura otimizada para o caso 1; a) Domínio inicial; b) Estrutura otimizada 1; c)
Histórico da evolução da função objetivo.
Na Figura 4.6c mostra-se o histórico da evolução da função objetivo e da fração de volume
ao longo do processo evolutivo. O valor da capacidade térmica da estrutura otimizada é 2.331,7
W◦C/m.
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4.1.4.2 Caso 2 - Domínio inicial triangular:
No caso 2, a configuração inicial considera o volume inicial de 50,62% do volume total. O
domínio inicial e a estrutura otimizada são mostradas na Figura 4.7a-b. É importante ressaltar que a
topologia obtida é muito similar à obtida quando considera-se todos os elementos sólidos no ponto
de partida, mostrando que o método é independente da configuração inicial.
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Figura 4.7: Estrutura otimizada para o caso 2; a) Domínio inicial 2; b) Estrutura otimizada 2; c)
Histórico da evolução da função objetivo.
Na Figura 4.7c mostra-se a evolução da função objetivo ao longo do processo evolutivo para
o problema do caso 2. Observa-se que a função objetivo diminui constantemente até convergir
enquanto o volume da estrutura ou a quantidade de elementos sólidos mantém-se quase invariante.
O valor da capacidade térmica da estrutura otimizada é 2.331,2 W◦C/m.
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4.1.4.3 Caso 3 - Domínio inicial vazado:
No caso 3, a configuração inicial contempla o 51% do volume total do domínio de trabalho. A
configuração inicial e a estrutura otimizada são mostradas na Figura 4.8a-b. O valor da capacidade
térmica da estrutura otimizada é 2.331,5 W◦C/m.
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Figura 4.8: Estrutura otimizada para o caso 3; a) Domínio inicial 3; b) Estrutura otimizada 3; c)
Histórico da evolução da função objetivo.
4.1.4.4 Comparação de topologias:
Nos três casos as topologias obtidas são muito próximas, e o valor da função objetivo é prati-
camente idêntico, com desvios inferiores a 0, 01%. Tais resultados permitem afirmar que o método
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implementado mostrou-se insensível às distintas condições iniciais, para os casos estudados. Con-
siderando a solução final, e as duas condições iniciais dos casos 2 e 3, faz-se uma comparação do
campo de temperaturas destas configurações.
As três topologias têm volumes muito próximos: Topologia 1, com 50.62% de volume, que
corresponde à condição inicial do caso 2. Topologia 2, com 51% de volume, que corresponde
à condição inicial do caso 3. Topologia 3, com 50% de volume, que é a solução otimizada de
referência para todos os casos.
(a) (b) (c)
Figura 4.9: Perfis de temperaturas [◦C]: a) Topologia 1; b) Topologia 2; c) Topologia 3.
Nas Figuras 4.9a, 4.9b e 4.9c, os perfis de temperaturas das 3 topologias são mostrados.
Para realizar uma comparação de temperaturas das topologias mencionadas, elementos comuns nas
topologias devem ser analisados. Inicialmente toma-se como referência a aresta inferior, que é a
região mais quente, e comparam-se as temperaturas nodais ao longo desta aresta para cada uma das
topologias. Inclui-se também na análise o caso da estrutura completa, ou seja 100% do volume.
Na figura 4.10 mostram-se as temperaturas nodais calculadas na aresta inferior. Observa-se
que as temperaturas nodais ao longo do comprimento da aresta inferior variam de forma distinta.
Conclui-se que para um volume disponível restrito de material próximo ao 50%, a estrutura otimi-
zada obtida apresenta menores temperaturas em todos os nós ao longo da aresta inferior, aproxi-
mando a curva de temperaturas, ao longo desta aresta, à da estrutura com 100% de material dispo-
nível, que é o limite minimo para este problema. Observa-se também, que a condição de contorno
dos 3 exemplos é distinta, principalmente se forem considerados os casos 1 e 2.
Outra forma de comparar estas três topologias, é mostrar os perfis de temperaturas de todos
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Figura 4.10: Temperaturas nodais na aresta inferior vs. a posição no eixo x.
os elementos que são sólidos nas três topologias. Com este objetivo, determina-se os elementos
que são compartilhados nas três topologias, como mostrado na Figura 4.11a e analisa-se as tem-
peraturas destes elementos em cada uma das topologias. A figura 4.11 mostra as temperaturas dos
elementos compartilhados nas três topologias. Conclui-se que a estrutura otimizada apresenta me-
nores temperaturas praticamente em todos os elementos, da mesma forma a temperatura máxima
da estrutura e a temperatura média estão sendo minimizadas.
Esta análise permite afirmar que a solução do problema de minimização da capacidade tér-
mica de estruturas implica uma redução dos valores máximos e médios do campo de temperatura.
Desta forma, e conveniente combinar um critério de maximização de rigidez com cargas termo-
mecânicas com um critério de minimização de capacidade térmica.
4.2 Otimização multi-objetivo
Nos capítulos anteriores considerou-se problemas em que unicamente uma função objetiva
era otimizada. Entretanto, muitas aplicações práticas no campo da engenharia exigem que o proje-
tista considere duas ou mais funções objetivo a serem otimizadas simultaneamente, além de outras
restrições ao problema. Estes problemas são chamados Multi-objetivos. Nesta seção, o problema de
otimização multi-objetivo será apresentado, mostrando-se algumas definições prévias e um exem-
plo ilustrativo esclarecendo estas definições.
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Figura 4.11: Perfis de temperaturas dos elementos compartilhados (em [◦C]): a) Elementos sólidos
presentes nas topologias a serem comparadas; b) Topologia 1; c) Topologia 2 e d) Topologia 3.
4.2.1 Exemplo de otimização multi-objetivo
Para ilustrar o problema de otimização multi-objetivo, estuda-se o caso de minimização si-
multânea de duas funções multivariáveis, Arora (2004). O problema de otimização é definido da
seguinte forma:
Achar x1 e x2 que,
minimizem f1(x) = (x1 − 2)2 + (x2 − 5)2
f2(x) = (x1 − 4.5)2 + (x2 − 8.5)2
sujeito a: g1 = −x1 − x2 + 10 ≤ 0
g2 = −2x1 + 3x2 − 10 ≤ 0
(4.14)
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A Figura 4.12 mostra o gráfico das duas funções objetivo e das restrições. Fazendo-se uma
análise da função f2 podemos observar que o valor mínimo desta função encontra-se no ponto B
(5.5,7.0) onde o valor da função é f2 =3.25. Note-se que f2 é uma função estritamente convexa, e
o ponto B é um ponto de mínimo global de f2.
O ponto A representa o mínimo da função f1 mas não o valor mínimo da função f2. Conluie-
se portanto, que o ponto de mínimo para cada função objetivo é diferente. Observa-se que os pontos
A, B, C, F e G são possíveis soluções do problema de otimização bi-objetivo. De fato um número
infinito de pontos de possíveis soluções pode ser encontrado. Este conjunto de possíveis soluções
é chamado de Conjunto de Pareto. O objetivo neste tipo de problemas é obter a solução mais
adequada de acordo com os requisitos do problema e levando em conta algum critério do projetista.
Figura 4.12: Exemplo de problema de minimização bi-objetivo, adaptado de Arora (2004).
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4.2.2 Definições previas do problema de otimização multi-objetivo
Do ponto de vista clássico, otimizar uma única função acarreta determinar um conjunto de
pontos estacionários, identificando um mínimo ou máximo local, e possivelmente localizar um
ponto ótimo global ou local. Em contraste, o processo de determinar uma solução para um problema
multi-objetivo é ligeiramente mais complexo e menos definitivo que para um problema de uma
única função objetivo. Portanto, não é usual se referir a um ponto mínimo em um problema com
várias funções objetivos, quando estas possuem características opostas. Em outras palavras, o que
faz uma função aumentar faz a outra diminuir. Neste trabalho, usou-se o conceito de otimalidade
de Pareto, e otimalidade fraca de Pareto dadas por:
◦ Otimalidade de Pareto. “Um ponto x∗ no espaço viável de projeto S é um ponto ótimo de
Pareto somente se não existe outro ponto x no conjunto S tal que f(x) ≤ f(x∗) com pelo
menos uma função fi(x) < fi(x∗)” (Arora, 2004).
◦ Otimalidade fraca de Pareto. “Um ponto x∗ no conjunto viável de projeto S é um ponto
de otimalidade fraca de Pareto somente se não existe um outro ponto x no conjunto S tal
que f(x) < f(x∗). Isto quer dizer que não existem pontos que melhoram todas as funções
objetivo simultaneamente. Contudo, podem existir pontos que melhorem algumas funções
objetivo mantendo outras invariantes.” (Arora, 2004).
Existem vários algoritmos numéricos de solução de problemas multi-objetivos. Muitas vezes
estes métodos numéricos convergem para soluções com otimalidade fraca de Pareto. Uma classifi-
cação predominante de abordagens para problemas multi-objetivos é conhecida como Métodos de
escalarização e Métodos de Otimização vetoriais. Com os métodos de escalarização, as funções
objetivos do problema são combinados para formar uma função objetivo escalar. Logo, podem ser
usados os métodos clássicos de otimização de problemas com uma função objetivo. Alternativa-
mente, os métodos de Otimização vetorial refere-se ao tratamento de cada função objetivo indepen-
dentemente. Neste trabalho, aborda-se unicamente os métodos de escalarização para a otimização
multi-objetivo proposta.
A abordagem mais comum da otimização multi-objetivo usando uma técnica de escalarização
é o Método da Soma Ponderada (WSM do inglês Weigthed Sum Method). Nesta abordagem define-
se uma função objetivo resultante da expressão geral dada por:
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U =
k∑
i=1
wiFi(x) (4.15)
onde U é a função objetivo resultante da combinação de todas as funções objetivo do problema de
otimização multi-objetivo e {w} são os pesos, que frequentemente são definidos pelo projetista de
tal forma que a soma de todos os pesos seja a unidade,
∑k
i=1 wi = 1, e wi > 0. Se as funções
objetivo não são normalizadas, os pesos wi não precisam ser a partição da unidade. Neste trabalho,
usa-se as funções objetivos normalizadas.
As abordagens de definição dos pesos são diferentes processos para organizar as prioridades
de cada uma das funções objetivo (Marler e Arora, 2014). Consequentemente, a escolha de pesos
afeta a solução ótima no método de soma ponderada e depende de cada problema específico. Se
todos os pesos são omitidos ou definidos como 1, todas as funções objetivo são tratadas da mesma
maneira. A maior dificuldade do método de soma ponderada é que quando os pesos são modificados
consistentemente e continuamente pode não necessariamente resultar numa distribuição uniforme
dos pontos ótimos de Pareto e uma representação precisa e completa do conjunto ótimo de Pareto.
A pesar destas deficiências em relação a ilustrar o conjunto ótimo de Pareto, o método de soma
ponderada continua sendo usado extensamente não somente para conseguir vários pontos de solu-
ção variando os pesos das funções objetivo, mas também para encontrar um ponto ótimo único que
reflexa as prioridades das funções na seleção de um conjunto específico de pesos (Marler e Arora,
2010).
4.2.3 Otimização topológica bi-objetivo de estruturas termo-mecânicas
Nesta seção será mostrada a aplicação do método de soma ponderada na otimização estrutural
topológica, tendo como aplicação o problema de minimização da flexibilidade média da estrutura
e minimização da capacidade térmica. Tendo as duas funções objetivo, trata-se de conseguir uma
estrutura mais rígida e ao mesmo tempo uma estrutura que tenha uma distribuição de temperaturas
minimizada globalmente quando exposta a um campo de temperaturas. A influência do valor dos
pesos sobre a topologia final da estrutura obtida será estudada. O nosso problema de otimização
topológica bi-objetivo termo-mecânica pode ser escrito da seguinte maneira:
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Minimizar:
{
C = 1
2
{f}T{u}
CT =
1
2
{P}T{T}
Sujeito a: [K]{u} = {fm}+ {fh} =
n∑
i=1
{fmi}+
n∑
i=1
{fhi}
[k]{T} = {P}
V ∗ −∑Ni=1 vixi = 0
xi = xmin ∨ xi = 1
(4.16)
Para combinar as duas funções objetivos, usa-se o método de soma ponderada ilustrado na
seção anterior. Assim, para juntar as duas funções em uma única, escreve-se:
CTM = w
∗
1C + w
∗
2CT (4.17)
sendo w∗1 e w
∗
2 os pesos ou prioridades das funções objetivo, flexibilidade média e capacidade
térmica, respectivamente. CTM é a função objetivo do problema de otimização termo-mecânico.
Na equação 4.17, as funções objetivo não encontram-se normalizadas, é por este motivo que a
soma dos pesos não é 1. A normalização proposta neste trabalho será feita apenas na análise de
sensibilidades. As funções objetivo serão consideradas sem normalização.
4.2.4 Análise de sensibilidades
No capítulo 3, A análise de sensibilidade do problema de minimização da flexibilidade média
de estruturas submetidas a carregamentos termo-mecânicos foi apresentada. A análise de sensibili-
dade de problemas de minimização da capacidade térmica também foi deduzida. Ao juntar as duas
funções, e usando as equações 3.30 e 4.12, o número de sensibilidades de cada elemento pode ser
expresso da seguinte forma:
αi =
w
∗
1
(
1
2
{ui}T[Ki]{ui} − 2{ui}T{fh0i }
)
+ w∗2({Ti}[ki]{Ti}); xi = 1
0; xi = xmin
(4.18)
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Na equação 4.18, as funções objetivos não estão normalizadas, é por este motivo que as
quantidades obtidas em cada expressão deste novo número de sensibilidade, para cada elemento,
diferem muito e podem não representar de modo preciso os efeitos causados por cada fenômeno
físico. Para amenizar este problema propõe-se normalizar as sensibilidades de cada função objetivo,
antes de aplicar os pesos correspondentes. Esta normalização das sensibilidades é feita para cada
iteração do procedimento evolutivo, é expressa da seguinte maneira:
α1i =
{
{ui}T [Ki]{ui} − 4{ui}T{fh0i }; xi = 1
0; xi = 0
α2i =
{
{Ti}[ki]{Ti}; xi = 1
0; xi = 0
Logo: {α} = w1
(
{α1}
máx({α1})
)
+ w2
(
{α2}
máx({α2})
)
(4.19)
sendo {α1} é o vetor que contém as sensibilidades da função objetivo da parte elástica e {α2} é
o vetor que contém as sensibilidades da função objetivo da parte térmica. Os pesos w1 e w2 são
usados no método de soma ponderada e {α} é o vetor que contém as sensibilidades do problema
resultante do acoplamento das funções objetivo dos campos elásticos e térmicos. Observa-se que
uma vez que as funções objetivo são normalizadas, a soma dos pesos w1 e w2 é 1. Portanto, a
expressão que calcula os números de sensibilidades resulta em:
{α} = w
( {α1}
máx({α1})
)
+ (1− w)
( {α2}
máx({α2})
)
(4.20)
sendo w = w1 é o peso da flexibilidade média na otimização bi-objetivo, que pode assumir dife-
rentes valores de acordo com a prioridade escolhida pelo usuário. No próximo capítulo, resultados
numéricos usando a otimização multi-objetivo serão apresentados. Será ilustrado o efeito dos va-
lores dos pesos escolhidos na topologia final obtida e a evolução destas topologias ao longo do
processo de otimização usando o método BESO.
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5 Resultados e aplicações com estruturas termo-mecânicas
Este capítulo tem como finalidade apresentar e discutir os resultados numéricos obtidos com
o procedimento de otimização de estruturas termo-mecânicas usando o método BESO. Primeira-
mente analisa-se a influência da variação de temperatura constante na topologia final considerando
a minimização de flexibilidade média.
Prosseguindo, analisa-se o problema de otimização usando o critério de rigidez de estruturas
submetidas a cargas térmicas variantes. Neste caso o problema de condução de calor será analisa-
do para encontrar as temperaturas médias de cada elemento e aplicar os carregamentos nodais de
dilatação elementar no campo elástico. Desta forma, mostra-se a influência do campo térmico na
otimização estrutural considerando o critério de rigidez.
Finalmente, o enfoque bi-objetivo apresentado no capítulo anterior é ilustrado mostrando a
influência do peso das funções objetivo nas estruturas otimizadas.
5.1 Estruturas submetidas a variação de temperatura uniforme
Nesta seção, estuda-se a otimização topológica considerando o critério de minimização da
flexibilidade média para cargas térmicas com temperatura constante. O problema de viga engastada-
livre será estudado, mostrando-se a diferença das topologias com e sem cargas térmicas.
5.1.1 Exemplo 5.1 - Viga engastada-livre com temperatura constante
Considere-se o Exemplo 2.1 apresentado no capítulo 2. O domínio do projeto e as condições
de contorno são ilustradas na Figura 5.1. Neste caso a viga encontra-se submetida a uma variação de
temperatura ∆T = 100◦C uniforme em toda a estrutura. As propriedades do material consideradas
são: módulo de elasticidadeE = 210 GPa, coeficiente de Poisson ν = 0, 3 e coeficiente de dilatação
térmica linear α = 3 × 10−6[1/◦C], o carregamento pontual considerado foi: F = 9000 N. Uma
malha de 160 × 100 elementos quadrilaterais lineares em estado plano de tensões é usada para a
análise de elementos finitos.
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Figura 5.1: Domínio do problema para o caso de viga engastada livre.
Os parâmetros para o processo de otimização BESO usados são mostrados na Tabela 5.1.
As estruturas otimizadas para o problema de viga engastada-livre, sem considerar variação de tem-
peratura e considerando variações de temperaturas ∆T = 100◦C e ∆T = −100◦C uniformes, são
ilustradas na Figura 5.2.
Tabela 5.1: Parâmetros do método de otimização para viga engastada livre.
Variável Descrição Valor
Vf Fração de volume final 0,5
ER Razão de evolução 1%
ARmáx Máxima razão de admissão 2%
rmin Raio do filtro 3 mm
τ Tolerância da convergência 0,1%
N Parâmetro da convergência 5
(a) ∆T = 0◦C (b) ∆T = 100◦C (c) ∆T = −100◦C
Figura 5.2: Topologias finais para o problema de viga engastada-livre com uma malha de 160 ×
100 elementos: a) Sem variação de temperatura; b) Considerando uma variação de temperatura
(∆T = 100◦C) e c) Considerando uma variação de temperatura (∆T = −100◦C).
Observa-se que as topologias da estrutura otimizada do problema considerando ∆T = 100◦C
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e ∆T = −100◦C, Figuras 5.2b e 5.2c, não apresentam simetria. Isto ocorre porque as tensões mecâ-
nicas normais dos elementos que pertencem a uma metade da estrutura são esforços de tração e dos
elementos que pertencem à outra metade são esforços de compressão, porém, os esforços de dilata-
ção são exatamente iguais em todos os elementos da estrutura. Aqueles esforços ou tensões soma-
dos apresentam diferenças nos elementos acima da linha neutra com relação aos elementos abaixo
da linha neutra. É importante mencionar que a solução do problema considerando ∆T = 100◦C é
exatamente igual à obtida considerando ∆T = −100◦C de forma espelhada no eixo horizontal.
A análise da topologia da estrutura otimizada sem carga térmica, Figura 5.2a, conduz a
uma flexibilidade média de C = 7.256, 1 Nmm, quando esta é submetida a uma carga térmica
∆T = 100◦C. Para o caso da Figura 5.2b submetida as mesmas condições, obtém-se uma flexi-
bilidade média de C = 7.246, 3 Nmm. Podemos concluir que a estrutura obtida considerando a
análise de sensibilidades proposta neste trabalho é mais rígida pois apresenta menor flexibilidade
média quando encontra-se submetida a uma variação de temperatura constante. Convém ressaltar,
que para todos os casos, as propriedades do material foram consideradas invariantes com a tempe-
ratura.
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Figura 5.3: Evolução da processo de otimização no problema de viga engastada-livre sem variação
de temperatura.
Nas Figuras 5.3 e 5.4 ilustra-se os processos evolutivos do problema de viga engastada-livre
sem considerar variação de temperatura e considerando-a, respectivamente.
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Figura 5.4: Evolução da processo de otimização no problema de viga engastada-livre considerando
uma variação de temperatura (∆T = 100◦C) constante.
Na sequência, na Figura 5.5, mostram-se as topologias obtidas para o problema anterior con-
siderando variações de temperatura de ∆T = 200◦C, ∆T = 300◦C e ∆T = 400◦C. Neste caso as
diferenças nas topologias são bem mais acentuadas, mostrando que para estruturas que trabalhem
em regime de altas temperaturas, este efeito precisa ser levado em conta no processo de otimização.
(a) ∆T = 200◦C (b) ∆T = 300◦C (c) ∆T = 400◦C
Figura 5.5: Topologias finais para o problema de viga engastada-livre com: a) ∆T = 200◦C; b)
∆T = 300◦C e c) ∆T = 400◦C.
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5.2 Otimização de estruturas sujeitas a campos de temperaturas variáveis
Nesta seção, a aplicação da otimização de estruturas considerando cargas térmicas variáveis
é estudada. Nos exemplos seguintes, além de fazer a análise de elementos finitos no campo elástico
considerando as forças elásticas e forças de dilatação, a análise de elementos finitos no campo tér-
mico também é feita, com o intuito de se obter a temperatura média dos elementos em cada iteração
do processo evolutivo. Desta forma, a transferência de calor por meio da condução é estudada nesta
seção, assim como a variação da topologia em função desta nova condição de carregamento.
5.2.1 Exemplo 5.2 - Viga engastada-livre sujeita a cargas térmicas variáveis
Analisa-se um caso semelhante ao exemplo da seção anterior, a viga engastada livre. Agora,
considera-se que o campo de temperaturas não será homogêneo como no caso anterior. A viga
encontra-se submetida a condições de contorno térmicas tal como mostrado na Figura 5.6. Duas
análises de elementos finitos são feitas em cada iteração. Uma no campo elástico e outra no campo
térmico, onde o problema de condução de calor é abordado.
 82,1 mm 
 4
7
,6
 m
m
 
80mm
 5
0
m
m
F
2
5
m
m
 2
4
 m
m
 
T=150 C
T=50 C
o
o
dT/dy=0
Figura 5.6: Domínio e condições de contorno do problema de viga engastada sujeita a cargas tér-
micas e mecânicas.
O problema ilustrado na Figura 5.6, considerando os dados e propriedades do exemplo defi-
nido no item anterior é resolvido. Da fase térmica obtêm-se as temperaturas nodais e calcula-se a
temperatura média em cada elemento, permitindo a avaliação das forças de dilatação no elemento.
Na sequência, uma análise elástica é realizada como na seção anterior. A aresta esquerda tem uma
temperatura imposta igual a 150◦C e a direita uma temperatura imposta igual a 50◦C. Os parâme-
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tros de otimização do método BESO considerados são os mesmos que no caso anterior (Tabela
5.1). Os perfis de temperaturas inicial e final são mostrados na Figura 5.7, observa-se que durante
todo o processo evolutivo, as condições de restrição térmicas mantem-se constantes.
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Figura 5.7: Perfis de temperaturas inicial e final para o problema da Figura 5.6.
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Figura 5.8: Evolução do processo de otimização no problema de viga engastada livre com restrições
e condução de calor (Figura 5.6).
A Figura 5.8 mostra a evolução do processo de otimização. O volume é reduzido com passo
constante, até a iteração 51 e não varia até a convergência. É importante ressaltar também que a
topologia neste problema difere muito do problema anterior que considera uma temperatura cons-
tante em todos os elementos. Isto ocorre pois o problema de otimização de estruturas submetidas a
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carregamentos termo-mecânicos é muito dependente da proporção entre as forças elásticas fixas e
a variação da temperatura média em cada elemento.
5.2.1.1 Comparação dos termos da sensibilidade
Para comparar as grandezas dos termos {ui}T[Ki]{ui} e 4{ui}T{fi} da equação 3.30 da aná-
lise de sensibilidade, apresenta-se a Figura 5.9 que mostra as distribuições dos termos mencionados
na estrutura para a primeira iteração do exemplo 5.2. Cabe mencionar que a escala usada na Figura
5.9a apresenta um valor máximo de 4 Nmm quando o valor real máximo é de 200, 56 Nmm, esta es-
cala foi usada para representar mais claramente os valores intermediários do termo {ui}T[Ki]{ui}
na estrutura.
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Figura 5.9: Distribuição dos termos {ui}T[Ki]{ui} (a) e 4{ui}T{fi} (b) .
Na Figura 5.10, analisa-se as sensibilidades dos elementos da aresta direita do problema da
Figura 5.6 na primeira iteração. A análise foi feita nos elementos da aresta direita para mostrar
como variam os dois termos da expressão da análise de sensibilidade, equação 3.30. Neste caso
o termo {ui}T[Ki]{ui} e o termo adicional devido as forças de dilatação dependentes do projeto
4{ui}T{fi}.
Os valores foram calculados na aresta onde a força pontual é aplicada como indicado na Fi-
gura 5.10a. Na Figura 5.10b podemos ver que no meio da aresta (onde a força pontual é aplicada)
o termo {ui}T[Ki]{ui} da sensibilidade é bem maior que o termo 4{ui}T{fi}. Também pode se
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observar que nos extremos superior e inferior da aresta as sensibilidades são negativas pois o termo
de dilatação é maior que o termo de elasticidade, estes serão os elementos que primeiro serão retira-
dos da estrutura no processo evolutivo. a magnitude relativa dos termos do número de sensibilidade
podem ser observados em detalhes nas Figuras 5.10c e 5.10d, onde as escalas foram ampliadas.
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Figura 5.10: Comparação dos termos das sensibilidades nos elementos da aresta direita no problema
da Figura 5.6 para a primeira iteração; a) Domínio do problema; b) Comparação dos termos da
sensibilidade; c) e d) Comparação dos termos em diferentes escalas.
Cabe mencionar que a relação entre o carregamento pontual aplicado e as temperaturas na
estrutura influencia muito no processo de remoção e adição de elementos. Portanto, a topologia
final tem uma forte dependência da relação entre estes valores, o carregamento pontual F = 9000N
foi escolhido neste problema para mostrar a influência do campo térmico na topologia otimizada
considerando o critério de minimização de sua flexibilidade média, sendo que a escolha de outro
valor de carregamento pontual resultaria em uma topologia distinta quando a estrutura encontra-se
submetida ao mesmo efeito térmico.
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5.3 Otimização estrutural bi-objetivo termo-mecânica
O problema de otimização estrutural considerando o critério de rigidez com carregamen-
tos termo-mecânicos dependentes do projeto foi estudado e vários exemplos foram apresentados.
Nesta seção, mostram-se os resultados obtidos da otimização bi-objetiva termo-mecânica em que
as funções objetivo a serem minimizadas são a flexibilidade média e a capacidade térmica.
5.3.1 Exemplo 5.3 - Viga engastada-livre com restrições de calor
Estuda-se o caso de otimização do problema de condução de calor simultaneamente com o
problema de otimização no critério de rigidez de uma estrutura submetida a esforços térmicos de-
pendentes do projeto. Mostra-se também a otimização bi-objetivo dos problemas térmico e elástico,
sendo as funções objetivo a minimizar, a flexibilidade média (C) e a capacidade térmica (CT) da
estrutura.
O domínio do problema e as condições de contorno (elásticas e térmicas) são ilustradas na
Figura 5.11. Trata-se de uma placa retangular de 80 mm×50 mm, engastada na aresta esquerda e
com um carregamento pontual (F = 1000 N) na metade da aresta direita. A aresta esquerda tem
uma temperatura imposta de 0◦C e uma geração de calor pontual de qG = 0.65W/mm3.
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Figura 5.11: Domínio do problema e condições de contorno: a) No campo elástico; b) No campo
térmico.
O problema foi discretizado com uma malha de 160× 100 elementos quadrilaterais lineares
para a análise de elementos finitos. Restringindo o volume final disponível a 50% do volume total
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do domínio e considerando as seguintes propriedades do material: Módulo de elasticidadeE = 210
GPa, o coeficiente de Poisson igual a 0,3, a condutividade térmica KT = 52 W/m◦C e o coeficiente
de dilatação térmica linear α = 3 × 10−6 [1/◦C]. Os parâmetros de otimização do método BESO
usados são mostrados na Tabela 5.2.
Tabela 5.2: Parâmetros do método de otimização para viga engastada-livre com restrições de calor.
Variável Descrição Valor
Vf Fração de volume final 0,5
ER Razão de evolução 1%
ARmáx Máxima razão de admissão 5%
rmin Raio do filtro 3 mm
τ Tolerância da convergência 0,1%
N Parâmetro da convergência 4
Primeiro, o problema de minimização da capacidade térmica foi resolvido. A Figura 5.12
mostra os perfis de temperaturas ao início e depois do processo evolutivo de otimização. Sendo
obvio que quanto mais elementos sejam retirados da estrutura, a temperatura máxima aumentará
pois a geração de calor mantém-se constante. Porém, é importante mencionar que uma estrutura
final diferente que tenha a mesma quantidade de material não apresentará uma distribuição de
temperaturas minimizada como a obtida, e a temperatura máxima desta estrutura será também
maior. Este problema é análogo ao problema de uma barra, cuja solução é intuitiva.
(a) (b)
Figura 5.12: Perfis de temperaturas da estrutura inicial e a estrutura otimizada do problema de
condução de calor (w = 0) mostrado na Figura 5.11b (T em ◦C).
O problema bi-objetivo foi resolvido na sequência, mostrando a influência da escolha do peso
da equação 4.20 na estrutura otimizada. O peso representa a importância ou prioridade da flexibi-
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(a) w = 1 (b) w = 0.8
(c) w = 0.6 (d) w = 0.4
(e) w = 0.2 (f) w = 0
Figura 5.13: Campos de temperaturas nas estruturas otimizadas para diferentes valores de pesos
nas funções objetivo.
lidade média na otimização bi-objetivo termo-mecânica. Na Figura 5.13, mostram-se os perfis de
temperaturas nas estruturas otimizadas para diferentes valores de pesos na otimização bi-objetivo.
O modo mais claro de ressaltar as diferenças nas topologias no campo térmico é observar o va-
lor das temperaturas máximas, mostrando claramente que enquanto o valor de w decresce, o valor
de temperatura máxima da estrutura também é reduzido, fazendo com que as diferenças entre os
elementos com maiores temperaturas e os elementos com menores temperaturas diminuam. Isso
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conduz a uma distribuição de temperaturas mais uniforme, até que o valor de w seja zero, o que
corresponde a uma única função objetivo que é a capacidade térmica (CT ).
A Tabela 5.3 mostra os valores de flexibilidades médias, capacidades térmicas, temperaturas
médias e temperaturas máximas para cada estrutura otimizada considerando diferentes valores de
pesow considerados. Observa-se que a flexibilidade média aumenta e a capacidade térmica diminui
enquanto o valor de w diminui. Por consequência as temperaturas máximas das estruturas também
diminuem, demonstrando que o valor de w na otimização bi-objetivo é muito importante neste tipo
de análise.
Tabela 5.3: Resultados numéricos da otimização bi-objetivo termo-mecânica do problema de viga
engastada-livre.
Peso (w) Flexibilidade média (C) Capacidade térmica (CT ) Tmáx(◦C)
1 7,778×105 Nmm 14,43 W◦C/mm 288,63
0.8 7,783×105 Nmm 14,09 W◦C/mm 281,84
0.6 7,784×105 Nmm 13,65 W◦C/mm 273,07
0.4 7,798×105 Nmm 12,98 W◦C/mm 259,51
0.2 7,902×105 Nmm 12,29 W◦C/mm 245,78
0 24,48×105 Nmm 11,25 W◦C/mm 225,00
Na Figura 5.14 mostram-se os mapas de cores do campo de deslocamentos nodais das estru-
turas otimizadas para w = 1 e w = 0. A escala de cores mostrada está baseada na amplitude dos
deslocamentos nodais. Usou-se uma escala de 50:1 para a estrutura deslocada. Mostra-se que a es-
trutura otimizada, considerando a flexibilidade média unicamente (w = 1), desloca-se menos que a
estrutura otimizada considerando unicamente a capacidade térmica como função objetivo (w = 0),
como era esperado.
5.3.2 Exemplo 5.4 Viga bi-engastada com restrições de calor
Por último, estuda-se o caso de uma viga bi-engastada nas arestas esquerda e direita, subme-
tida a três carregamentos na aresta inferior, cuja configuração é similar à apresentada no capítulo
(3), mas as dimensões são diferentes. O objetivo deste exemplo é mostrar a evolução das topologias
dos problemas considerando uma função objetivo unicamente ou quando considera-se o problema
bi-objetivo termo-mecânico. O domínio do problema e as condições de contorno (no campo elás-
tico e no campo térmico) estão ilustradas na Figura 5.15. Trata-se de um domínio inicial de 6 m×3
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Figura 5.14: Deslocamentos nodais nas estruturas obtidas para w = 1 (a) e w = 0 (b) com um fator
de amplificação 50:1.
m, submetida a uma temperatura imposta de 0◦C nas arestas esquerda, direita e superior, e subme-
tida a uma geração de calor pontual em 7 nós no meio da aresta inferior, como mostrado na Figura
5.15b. O carregamento F1 tem um valor de 20 kN e F2 = F1/3.
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Figura 5.15: Domínio do problema e condições de contorno no exemplo de viga bi-engastada: a)
No campo elástico; b) No campo térmico.
O domínio inicial foi discretizado com uma malha de 180 × 90 elementos quadrilaterais
lineares. O volume final é de 40% do volume total do domínio de trabalho. Consideraram-se as
seguintes propriedades do material: Módulo de elasticidade E = 100GPa, o coeficiente de Poisson
igual a 0,3, a condutividade térmica KT = 52 W/m◦C e o coeficiente de dilatação térmica linear
α = 3× 10−6/◦C. Os parâmetros de otimização do método BESO são mostrados na Tabela 5.4.
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Tabela 5.4: Parâmetros do método de otimização para viga engastada-livre com restrições de calor.
Variável Descrição Valor
Vf Fração de volume final 0,5
ER Razão de evolução 1%
ARmax Máxima razão de admissão 5%
rmin Raio do filtro 3 mm
τ Tolerância da convergência 0,1%
N Parâmetro da convergência 4
Neste exemplo, 3 casos de otimização são analisados:
◦ Caso 1. Problema de minimização da flexibilidade média w=1.
◦ Caso 2. Problema de otimização bi-objetivo termo-mecânica com w=0.5.
◦ Caso 3. Problema de minimização da capacidade térmica.
Os resultados destes três casos são mostrados na Figura 5.16, mostrando que as topologias
são muito diferentes para os três casos. . Da mesma forma que no problema anterior, os perfis de
temperatura das estruturas otimizadas demonstram que enquanto o peso w diminui, a distribuição
de temperaturas global da estrutura tende a ser mais uniforme, sendo o valor máximo das tempe-
raturas, cada vez menor. Isto pode ser observado na Figura 5.17. Nesta figura, observa-se que o
valor máximo de temperatura do caso 3 é consideravelmente menor que no caso 1, e finalmente na
estrutura considerando as duas funções objetivo, caso 2, a temperatura máxima é menor que o caso
1 e maior que o caso 3.
Para fazer uma comparação adequada do performance no campo elástico destas três estrutu-
ras e poder determinar se efetivamente um valor maior do peso w, converge numa estrutura mais
rígida, compara-se os valores de flexibilidade médias (C) em cada uma das estruturas otimizadas,
tendo como resultado os valores de 29,354 Nm, 35,500 Nm e 146,022 Nm nos casos 1, 2 e 3 res-
pectivamente. Este resultado é o esperado, demonstrando que a otimização multi-objetivo neste
problema está conseguindo uma estrutura com uma flexibilidade média minimizada e uma distri-
buição de temperaturas mais uniforme na mesma proporção. As evoluções das topologias para estes
três casos são mostradas nas Figuras 5.18, 5.19 e 5.20.
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Figura 5.16: Estruturas otimizadas do problema de viga bi-engastada com restrições de calor: a)
Caso 1 (w = 1); b) Caso 2 (w = 0.5); c) Caso 3 (w = 0).
A Figura 5.18 mostra a evolução do problema de otimização da viga bi-engastada, no Caso
1. Os valores da função objetivo tem unidades [Nm], e representa a flexibilidade média da estrutura
numa iteração específica. Note-se que a evolução da função objetivo do Caso 2 ilustrada no Figura
5.19 representa as somas das sensibilidades das funções objetivo normalizadas, como explicado na
equação 4.20, este valor é adimensional.
Observa-se que para o caso 1, aparecem pequenas instabilidades ao longo da evolução da
função objetivo, devido à quebra de algumas barras finas ao longo do procedimento de otimização.
Este fato é bem estudado, e bem documentado na literatura. De uma forma geral observou-se que o
método bi-objetivo converge para topologias bem definidas, com baixo número de iterações quando
comparado com os métodos tradicionais de otimização topológica.
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(a) (b)
(c) (d)
Figura 5.17: Perfis de temperaturas na estrutura inicial e nas estruturas otimizadas; a) Perfil de
temperaturas inicial; b) Perfil de temperaturas final do Caso 1; c) Perfil de temperaturas final do
Caso 2; d) Perfil de temperaturas final do Caso 3 (T em ◦C).
Figura 5.18: Evolução do processo de otimização no Caso 1.
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Figura 5.19: Evolução do processo de otimização no Caso 2.
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Figura 5.20: Evolução do processo de otimização no Caso 3.
No problema bi-objetivo considerando w = 0, 5 (Caso 2), o critério de parada é feito consi-
derando como função objetivo a somatória de sensibilidades do problema, considerando a equação
4.20 como observado na Figura 5.19. Isto foi feito devido a que a normalização proposta foi rea-
lizada na análise de sensibilidades. Pode se observar na Figura 5.19 que a convergência é atingida
com poucas iterações considerando este critério.
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As Figuras 5.21 e 5.22 mostram a evolução das duas funções objetivo no problema de oti-
mização bi-objetivo do Caso 2. Pode se observar que as duas funções objetivo são consideradas na
mesma proporção no problema de otimização.
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Figura 5.21: Evolução da flexibilidade média no Caso 2.
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Figura 5.22: Evolução da capacidade térmica no Caso 2.
100
6 Conclusões
Este trabalho teve como objetivo principal a análise da influência do efeito térmico na otimi-
zação estrutural topológica sob o critério de minimização de flexibilidade média usando o método
BESO. O acoplamento termo-mecânico na otimização estrutural topológica foi introduzido em
forma de carregamentos nodais dependentes do projeto aplicados no campo elástico.
A análise do problema de condução de calor em um estado estacionário foi também estudado,
realizando um acoplamento sequencial do campos térmico e elástico. Usando a resposta do campo
térmico, ou temperatura média dos elementos, calculou-se o valor dos carregamentos térmicos
no campo elástico e procedeu-se com a otimização topológica considerando estes carregamentos
na análise de sensibilidades e por consequência na escolha dos elementos a serem removidos ou
adicionados.
O estudo do problema de otimização bi-objetivo termo-mecânico acoplado foi também estu-
dado, usando o método de soma ponderada, para obter estruturas mais rígidas e com uma distri-
buição mais uniforme de temperaturas devido à condução de calor. Desta maneira, o problema de
otimização estrutural acoplado termo-mecânico de estruturas submetidas a restrições e solicitações
elásticas e térmicas foi abordado, obtendo resultados satisfactórios no procedimento proposto para
os exemplos estudados. Em suma, dentre as principais conclusões acerca do trabalho desenvolvido,
destacam-se:
◦ As aplicações e exemplos apresentados mostraram resultados satisfactórios. Topologias co-
erentes, e muito próximas às encontradas na literatura, foram obtidas nos problemas de oti-
mização de estruturas submetidas a uma variação uniforme de temperatura. Assim, o método
BESO para minimização da flexibilidade média de estruturas submetidas à variações de tem-
peratura uniformes foi considerado válido, obtendo resultados com contornos suaves e bem
definidos em detrimento de outros métodos baseados em pseudo-densidades, apresentando
certa vantagem sobre este tipo de métodos.
◦ A metodologia de otimização topológica em estruturas termo-mecânicas proposta neste tra-
balho, apresenta uma forte interdependência na escolha dos parâmetros de otimização e prin-
cipalmente nas variáveis de projeto, entre estas grandezas, encontram-se as dimensões do
domínio do projeto, os carregamentos fixos (concentrados) e as restrições térmicas ou vari-
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ações de temperatura à qual está submetida a estrutura. Esta forte interdependência é clara-
mente mostrada convergindo em topologias muito diferentes quando uma destas grandezas é
modificada. Neste trabalho concentrou-se no estudo da influência das variáveis do domínio
térmico.
◦ A escolha dos pesos na otimização bi-objetivo termo-mecânica depende dos requerimentos
do problema específico. Existem muitas abordagens diferentes para organizar as preferên-
cias ou prioridades das funções objetivo, sendo a escolha dos pesos só uma abordagem para
articular estas preferencias ou prioridades. Estes pesos são frequentemente definidos pelo
projetista de acordo com cada problema específico e os valores escolhidos, ou determinados,
afetará o procedimento ou critério de escolha dos elementos a serem removidos ou adicio-
nados no procedimento de otimização topológica proposto neste trabalho. Concluiu-se que
estes valores dos pesos que afetam as funções objetivo de flexibilidade média e capacidade
térmica da estrutura afetam diretamente a estrutura otimizada, sendo que esta cumprirá os
requisitos de acordo com as preferências que o projetista atribuiu a cada função objetivo.
◦ Observou-se uma convergência muito estável e adequada nos problemas apresentados neste
trabalho. Porém, quando o efeito térmico é consideravelmente maior em relação ao mecânico
no sistema, as sensibilidades dos elementos mudam muito de valor de uma iteração para ou-
tra, devido aos termos adicionais na análise de sensibilidades apresentada neste trabalho. Este
efeito nas sensibilidades provoca um comportamento não monotônico na função objetivo, fa-
zendo que a escolha dos elementos a serem removidos e adicionados não seja tão trivial,
levando a uma convergência muito instável das topologias, não permitindo obter um resul-
tado lógico nem adequado para este tipo de problemas. Isto encontra-se relacionado com a
forte interdependência dos valores dos carregamentos mecânicos e elásticos, assim como das
dimensões do domínio inicial nos sistemas. É importante mencionar que a medida da quan-
tidade do efeito de um campo sobre o outro é avaliada pela relação entre os carregamentos
térmicos e os carregamentos mecânicos.
6.1 Sugestões de continuidade
Como continuações do trabalho aqui desenvolvido, são sugeridas:
◦ Implementação e análise de outros critérios, principalmente os critérios de tensões e deslo-
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camentos para otimização de problemas acoplados termo-mecânicos.
◦ Implementação do código para modelar estruturas 3D e realizar aplicações em estruturas com
dimensões e condições térmicas mais próximas das aplicações reais da engenharia.
◦ Aplicação do método de homogeneização e otimização multi-escala de estruturas submetidas
a carregamentos termo-mecânicos.
◦ Acoplamento da interação fluido-estrutura considerando o efeito térmico na análise de sensi-
bilidades para aplicações reais como pistões de motores de combustão interna.
◦ Realizar a comparação de resultados obtidos usando a metodologia proposta neste trabalho
com resultados obtidos usando critério de tensões na otimização estrutural.
◦ Incluir o efeito dos carregamentos térmicos dependentes do projeto na análise e otimização
da capacidade térmica.
◦ Incluir as condições de contorno de correção na análise do problema térmico estacionário.
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A Aspectos Computacionais
Este anexo tem por finalidade descrever alguns aspectos computacionais relevantes neste tra-
balho. Na Figura A.1 ilustra-se a distribuição tarefas para as etapas de pré-processamento, proces-
samento e pós-processamento e os aspectos mais relevantes em cada etapa. Para a implementação e
execução dos códigos, foi utilizado um computador com processador Intel Core i7-4770, 3.40 GHz
e 16.0GB de memória RAM.
-Criação de malha com gerador automático ou leitura do 
arquivo *.dat de coordenadas e incidências (gerado em 
ANSYS).
-Entrada de propriedades de materiais e de parâmetros de 
otimização.
-Construção do modelo e restrições de contorno
-Análise por elementos finitos do sistema
-Análise de sensibilidades elementares
-Adição/Remoção de elementos
-Construção da nova topologia
-Gráficos e Figuras:
        *Topologias final, inicial e intermediárias
        *Perfis de temperaturas final e inicial
        *Históricos de evolução da função objetivo e da 
          fração de volume
        *Gráfico de deslocamentos e diagrama de cores na
          estrutura final
        *Gráfico de sensibilidades na estrutura final antes e
          depois de aplicar o filtro de supressão do problema
          de tabuleiro de xadrez.
Pré-processamento
     Processamento
Pós-processamento
Figura A.1: Fluxograma.
Os programas foram implementados na linguagem de programação do software MATLAB
2013. Na etapa de pré-processamento, tem-se duas opções de entrada de dados de matrizes de
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coordenadas e incidências e condições de contorno.
A primeira opção é fazer a malha no software ANSYS e gerar as matrizes de coordenadas
e incidências em arquivo formatado para ser importado no código MATLAB, em que a análise de
elementos finitos e o processo evolucionário foi implementado.
A segunda opção é fazer a malha diretamente no código MATLAB. Esta opção de entrada
de dados foi a mais usada pois trabalhou-se com estruturas mais simples, como mostradas nos
exemplos numéricos e de validação neste trabalho.
A.1 Gerador de malha
Para a análise de elementos finitos no processo de otimização estrutural, um gerador de malha
de elementos quadrilaterais lineares foi implementada. Este gerador é uma função dependente do
número de elementos na horizontal e na vertical, assim como das dimensões do retângulo que
contêm o domínio total da malha. Como resultado, depois da geração da malha do retângulo, obtêm-
se duas matrizes que caraterizam a malha, a matriz de coordenadas e a matriz de incidências por
elemento.
1 2
3 4
1 2 3
4 5 6
7 8 9
Figura A.2: Malha de 4 elementos quadrilaterais lineares.
A Figura A.2 mostra uma malha de 4 elementos obtida com o gerador de malha, com dois ele-
mentos na horizontal, 2 elementos na vertical e dimensões de 2mx2m. Observa-se que a numeração
de elementos segue o padrão da esquerda para a direita.
A matriz [coord] mostra as coordenadas de cada nó, sendo a primeira coluna o número do nó,
a segunda coluna a coordenada do eixo x e a terceira coluna a coordenada do eixo y. A matriz [inci]
mostra os nós que estão contidos em cada elemento, seguindo sempre a sequência anti-horária.
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As matrizes de incidências e coordenadas da malha da Figura A.2 são as seguintes:
[inci] =

1 1 2 5 4
2 2 3 6 5
3 4 5 8 7
4 5 6 9 8
; [coord] =

1 0 0
2 1 0
3 2 0
4 0 1
5 1 1
6 2 1
7 0 2
8 1 2
9 2 2

(A.1)
em que [coord] é a matriz de coordenadas de cada nó e [inci] é a matriz de incidências.
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Malha de elementos quadrilaterais
Figura A.3: Malha de elementos quadrilaterais gerada automaticamente.
A Figura A.3 mostra uma malha gerada automaticamente para um retângulo de 40mx60m de
dimensões com 6 divisões na horizontal e 4 divisões na vertical, obtendo um total de 24 elementos.
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A.2 Simetria de topologias
Em diferentes seções, vários exemplos que apresentam diferentes tipos de simetria foram
ilustrados. Nesta seção explica-se como as diferentes simetrias foram analisadas, pois esta simetria
devia permanecer sempre ao longo do processo evolutivo, em outras palavras, ao remover mais ou
menos elementos numa iteração, esta condição de simetria pode não estar sendo atingida e a partir
dessa iteração pode-se perder a simetria da topologia final. Para evitar este problema apresenta-se
os casos de simetria e a forma de análise usada neste trabalho.
Os três tipos de simetria presentes neste trabalho são: a simetria horizontal, a simetria vertical
e a simetria diagonal. Quando um problema de otimização estrutural apresenta simetria horizontal
ou vertical, a solução do problema reduz-se à um problema com a metade do domínio para cada si-
metria, modificando convenientemente as restrições de contorno e trabalhando só com essa metade
ou quarta parte do domínio (se as duas simetrias estão presentes ao mesmo tempo). Isso faz com
que a análise de elementos finitos seja muito mais rápida pois trabalha-se somente com a metade
ou quarta parte de elementos totais.
Figura A.4: Tipos de simetria nos problemas de otimização topológica estrutural.
A Figura A.4 representa um problema de otimização topológica estrutural com os três tipos de
simetria consideradas simultaneamente. Para analisar este problema, primeiro divide-se o problema
em quatro sub-problemas com um quarto do domínio, modificando convenientemente as condições
de contorno e restrições. Trabalha-se só com uma parte do domínio e no final aplica-se a simetria
vertical e horizontal na topologia final (estrutura otimizada do domínio reduzido).
Para abordar o problema de simetria diagonal, usa-se um artificio implementado no algo-
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ritmo apresentado neste trabalho. O artificio consiste no fato que para cada elemento a um lado da
simetria, existe um outro elemento análogo no outro lado da simetria. Em outras palavras, a sensi-
bilidade de um elemento do lado esquerdo da simetria é igual à sensibilidade do elemento análogo
no outro lado da simetria como ilustrado no gráfico da esquerda na Figura A.4.
O artificio baseia-se na análise de sensibilidade do último elemento removido na iteração
atual, se existe um outro elemento que tenha a mesma sensibilidade (elemento análogo), também
será removido, e da mesma forma analisa-se a sensibilidade do último elemento adicionado e se
tiver outro elemento com a mesma sensibilidade também será adicionado. Desta forma garanta-se
que a simetria está sendo mantida durante toda iteração e durante todo o processo evolutivo.
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